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線線線性性性一一一階階階常常常微微微分分分方方方程程程解解解練練練習習習

1 一一一階階階線線線性性性方方方程程程

我們學過，對於未知函數x 圽 x在t圩，一階線性非齊次常微分方程在坏坄坅圩 的標準形式為

坟x圫 p在t圩x 圽 q在t圩. 在圱圮圱圩

（確切地說，我們要求q在t圩 不恆等於零。）

對於未知函數x 圽 x在t圩，一階線性齊次坏坄坅 的標準形式為

坟x圫 p在t圩x 圽 地. 在圱圮圲圩

我們稱在圱圮圲圩為非齊次方程在圱圮圱圩的相伴齊次方程（坡坳坳坯坣坩坡坴坥坤 坨坯坭坯坧坥坮坥坯坵坳 坥坱坵坡坴坩坯坮）。

在在圱圮圲圩 中，輸入訊號恆為零。我們稱之為零訊號（坮坵坬坬 坳坩坧坮坡坬）。它對應於讓系統在沒

有任何外部「干擾」的孤立狀態下演變。

• 以銀行的例子來說：如果沒有存款也沒有提款，輸入即為地。

2 齊齊齊次次次方方方程程程的的的解解解

齊次線性方程在圱圮圲圩 是可分離變量的。我們可按如下方式求解：

• 分離變量：
dx

x
圽 −p在t圩 dt.

• 積分：
坬坮 |x| 圽 −

∫
p在t圩 dt圫 c1.

（我們使用c1 以便將C 保留給後續使用。）

• 取指數：
|x| 圽 ec1e−

∫
p(t) dt.

• 將ec1 重新命名為C：

|x| 圽 Ce−
∫
p(t) dt, C > 地.

• 拿掉絕對值，並還原丟失的解x在t圩 圽 地：這給出了在圱圮圲圩 的通解：

x在t圩 圽 Ce−
∫
p(t) dt, C ∈ R. 在圲圮圱圩

一個實用的符號標記法是選擇方程在圱圮圲圩 的一個特解，並將其稱為xh在t圩。那麼，解在圲圮圱圩

顯示該方程的通解為

x在t圩 圽 Cxh在t圩. 在圲圮圲圩

圱
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這裡有一個微妙之處：公式在圲圮圲圩 要求我們選擇一個解來命名為xh，但選擇哪一個並不

重要。我們可以略顯笨拙地將此表述為「選擇一個任意的特解」。一個常見的選擇是

將參數設為C 圽 圱，但這並非必需。

例例例子子子1

解 坟x圫 圲tx 圽 地。

解解解答答答

• 分離變量：
dx

x
圽 −圲t dt.

• 積分：
坬坮 |x| 圽 −

∫
圲t dt 圽 −t2 圫 c1.

• 取指數並將ec1 替換為C：

|x| 圽 ec1e−t2 圽 Ce−t2 .

• 拿掉絕對值並還原丟失的解：

x在t圩 圽 Ce−t2 .

在這個例子中，xh 一個明顯的選擇是xh在t圩 圽 e−t2。很明顯，此例子的通解為

x在t圩 圽 Cxh在t圩, C ∈ R.

3 使使使用用用積積積分分分因因因子子子求求求解解解非非非齊齊齊次次次ODE

我們從積分因子公式開始：非齊次一階線性坏坄坅 在圱圮圱圩（即 坟x圫 p在t圩x 圽 q在t圩）的通解為

x在t圩 圽
圱

u在t圩

(∫
u在t圩q在t圩 dt圫 C

)
, 其中u在t圩 圽 e

∫
p(t) dt. 在圳圮圱圩

函數u 稱為積分因子（坩坮坴坥坧坲坡坴坩坮坧 坦坡坣坴坯坲）。

這個源自歐拉（坅坵坬坥坲）的方法很容易應用。我們通過樂觀預期法推導它，也就是說，

我們引入一個積分因子u 並希望它能幫助我們。

證證證明明明：：： 我我我們從微分的乘積法則開始

d

dt
在ux圩 圽 u 坟x圫 坟ux

以及方程在圱圮圱圩：

坟x圫 p在t圩x 圽 q在t圩.

將方程兩邊同乘某個函數u在t圩，其值我們稍後再決定：

u 坟x圫 upx 圽 uq. 在圳圮圲圩

圲
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為了能夠應用乘積法則，我們希望等式左邊的總和具有 d
dt
在ux圩 圽 u 坟x圫 坟ux 的形式。可能

有許多函數u 能使左邊具有這個形式；我們只需要找到其中一個。為此，請注意

d

dt
在ux圩 圽 u 坟x圫 upx ⇔ u 坟x圫 坟ux 圽 u 坟x圫 upx ⇔ 坟u 圽 up.

最後這條方程是一個對於未知函數u 可分離變量的坏坄坅：

du

u
圽 p在t圩 dt

因此：

坬坮 |u| 圽
∫

p在t圩 dt

u 圽 e
∫
p(t) dt. 在圳圮圳圩

請記住，我們只需要尋找一個u，因此在方程在圳圮圳圩 中，對p在t圩 的反導數的任何選擇都

是可行的。現在將在圳圮圲圩 左邊替換為 d
dt
在ux圩 並求解x：

u 坟x圫 upx 圽 uq

d

dt
在ux圩 圽 uq

u在t圩x在t圩 圽

∫
u在t圩q在t圩 dt圫 c

x在t圩 圽
圱

u在t圩

(∫
u在t圩q在t圩 dt圫 c

)
.

這最後一條方程式正好就是我們想要證明的公式在圳圮圱圩。

例例例子子子2

使用積分因子法求解坏坄坅 坟x圫 圲x 圽 e3t。

解解解答答答 在在在你確定自己能在任何情況下重新推導出在圳圮圱圩 之前，值得在給定的微分方程上

練習積分因子法。（在最後，我們將展示直接代入在圳圮圱圩 的解法。）

將兩邊乘以u：

u 坟x圫 圲u在t圩x在t圩 圽 u在t圩 · e3t. 在圳圮圴圩

接下來，找一個積分因子u 使左邊等於 d
dt
在ux圩（這又等於u 坟x圫 坟ux）。

u 坟x圫 坟ux 圽 u 坟x圫 圲ux

⇒ 坟u 圽 圲u

u在t圩 圽 e2t （我們選擇任何一個可行的u）。

現在將u在t圩 圽 e2t 代入在圳圮圴圩 中，然後將左邊替換為 d
dt
在ux圩 並求解x。

d

dt
在e2tx圩 圽 e2te3t

⇒ e2tx 圽
圱

圵
e5t 圫 C （對前面的方程積分）

圳
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⇒ x在t圩 圽
圱

圵
e3t 圫 Ce−2t （求解x在t圩）。

以下展示使用在圳圮圱圩 直接求解的相同過程。

• 積分因子：u在t圩 圽 e
∫
2 dt 圽 e2t（選擇任何一種可能性）。

• 求解：

x在t圩 圽
圱

u在t圩

(∫
u在t圩e3t dt圫 C

)
圽 e−2t

∫
e5t dt

圽 e−2t

(
圱

圵
e5t 圫 C

)
圽

圱

圵
e3t 圫 Ce−2t.

4 比比比較較較積積積分分分因因因子子子u 和和和xh

回顧在第圲 節中，我們固定了齊次方程在圱圮圲圩 的一個解並將其稱為xh。xh 的公式為

xh在t圩 圽 e−
∫
p(t) dt,

我們可以在這裡為反導數選擇任何一種選項。將這與積分因子的公式作比較

u 圽 e
∫
p(t) dt

我們得到了這兩個函數之間的以下關係式：

xh在t圩 圽
圱

u在t圩
.

例例例子子子3

解坏坄坅
dy

dx
− y 圽 e3x.

解解解答答答

• 確定標準形式的係數：該坏坄坅 為 dy
dx

圫 p在x圩y 圽 q在x圩，其中p在x圩 圽 −圱圬 q在x圩 圽 e3x。

計算積分因子µ在x圩 圽 e
∫
p(x)dx 圽 e

∫
−1dx 圽 e−x。

• 將坏坄坅 兩邊乘以積分因子：

e−x dy

dx
− e−xy 圽 e2x

將左邊重寫為乘積的導數：
d

dx

(
e−xy

)
圽 e2x

圴
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• 對兩邊關於x 求積分：

e−xy 圽

∫
e2xdx 圽

圱

圲
e2x 圫 C

• 求解未知函數y在x圩：

兩邊同乘ex 以分離出y：

y 圽 ex
(
圱

圲
e2x 圫 C

)
練練練習習習

圱圮 解坏坄坅：

y′ 圫 y 圽 xe−x 圫 圱.

圲圮 對於t > 地，求y在t圩 的初值問題：
ty′ 圫 圲y 圽

坳坩坮 t

t

y
(π
圲

)
圽 地

圵
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練練練習習習

圱圮 解坏坄坅：

y′ 圫 y 圽 xe−x 圫 圱.

解解解答答答

• 確定標準形式的係數：該坏坄坅 為y′ 圫 p在x圩y 圽 q在x圩，其中p在x圩 圽 圱圬 q在x圩 圽

xe−x 圫 圱。計算積分因子µ在x圩 圽 e
∫
1dx 圽 ex。

• 將坏坄坅 兩邊乘以積分因子：

exy′ 圫 exy 圽 x圫 ex

將左邊重寫為乘積的導數：

d

dx
在exy圩 圽 x圫 ex

• 對兩邊關於x 求積分：

exy 圽

∫
在x圫 ex圩 dx 圽

圱

圲
x2 圫 ex 圫 C

• 求解未知函數y在x圩：兩邊同除以ex 以分離出y：

y 圽
圱

圲
x2e−x 圫 圱 圫 Ce−x

圲圮 對於t > 地，求y在t圩 的初值問題：
ty′ 圫 圲y 圽

坳坩坮 t

t

y
(π
圲

)
圽 地

解解解答答答

• 將坏坄坅 重寫為標準形式並計算積分因子：除以t：y′ 圫 2
t
y 圽 sin t

t2
，其中p在t圩 圽

2
t
圬 q在t圩 圽 sin t

t2
。積分因子：µ在t圩 圽 e

∫
2
t
dt 圽 e2 ln t 圽 t2。

• 將坏坄坅 兩邊乘以積分因子：

t2y′ 圫 圲ty 圽 坳坩坮 t

將左邊重寫為乘積的導數：

d

dt

(
t2y

)
圽 坳坩坮 t

• 對兩邊關於t 求積分：

t2y 圽

∫
坳坩坮 tdt 圽 − 坣坯坳 t圫 C

• 求解y在t圩 並代入初始條件：通解：y 圽 − cos t+C
t2
。代入t 圽 π

2
, y 圽 地：地 圽

0+C
(π/2)2

圽⇒ C 圽 地。特解：y 圽 − cos t
t2
。

圶
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