
屉屮屣屬屡屳屳 居屸履屲屣屩屳履屳 尲尵尲尶 屈屓屍屍屃 屍屡屴屨 屍屯層履屬屬屩屮屧 屁層屶屡屮屣履層 屗屯屲屫屳屨屯屰 尲尰尲尶尭尰尵尭就尶 屓屡屴屵屲層屡屹

香香香港港港中中中文文文大大大學學學

數數數學學學系系系

正正正交交交投投投影影影與與與最最最小小小平平平方方方問問問題題題練練練習習習

最小平方法（屌履屡屳屴尭屳山屵屡屲履屳 屭履屴屨屯層）是獲取代表數據模式的最佳擬合曲線最直觀的方法。讓

我們來看看如何使用最小平方法（曲線擬合）獲得最佳的可能解。

最最最小小小平平平方方方問問問題題題

考慮xu尭平面上的尴 個點（二維數據）：

尨尰, 就尩, 尨就, 尳尩, 尨尲, 尴尩, 尨尳, 尴尩

我們可以在下圖中看到帶有x 和u 的圖。我們可以透過畫一條直線來建立x 和u 之間的關係。

這非常直觀。最小平方法可用於找出一條最能代表給定數據的直線。所獲得的直線稱為最小平

方線（屬履屡屳屴尭屳山屵屡屲履屳 屬屩屮履）或最佳擬合線（屢履屳屴 尌屴 屬屩屮履）。

數數數據據據摘摘摘要要要表表表

x u

尰 就

就 尳

尲 尴

尳 尴

讓我們考慮最簡單的情況，即求解最佳可能的直線u 尽 a 尫 bx 來描述給定的數據尨xi, ui尩。也

就是尋找最適合尨xi, ui尩 的線性函數。理想情況是找出能使所有數據尨xi, ui尩 滿足ui 尽 a 尫 bxi
的u尭截距a 和斜率b。如下所示，我們可以使用包含兩個未知數a 和b 的矩陣形式線性方程組來

找出解。

構構構建建建最最最小小小平平平方方方問問問題題題

數據 (x, u) 線性函數u = a + bx 線性方程組 矩陣形式

(0, 1) 1 = a + b · 0

(1, 3) 3 = a + b · 1


a = 1

a + b = 3

a + 2b = 4

a + 3b = 4

Au = y

(2, 4) 4 = a + b · 2 其中 A =


1 0

1 1

1 2

1 3

 , u =

[
a

b

]
, y =


1

3

4

4


(3, 4) 4 = a + b · 3

當我們只有兩個數據點時，很容易就能找出u 尽 a 尫 bx 中的a 和b。如果我們有多於兩個數據

點，這種建模需要我們使用線性方程組。我們通常會使用大量數據來尋找最佳的曲線擬合。結

果，我們最終得到的方程式數量會多於未知數的數量。在這種情況下，我們預期Au 尽 y 不會

有（唯一的）解u。因此，我們嘗試找出一個近似值属u，使得Au 與y 之間的距離最小化，

屭屩屮
u

∥Au− y∥

即使直線未能穿過所有四個點，我們仍會嘗試得出誤差最小的直線。在數學上，這意味

著∥Au− y∥ 尽 尰。這個問題被稱為最小平方問題，而属u 則被稱為最佳解（或最小平方解）。儘

管属u ≈ y，即使属u 可能不滿足Au 尽 y。

最最最小小小平平平方方方問問問題題題的的的含含含義義義

就
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設属yi 為將各個數據點尨xi, yi尩 中的xi 代入y 尽 a尫 bx 所得出的值。當yi 和属yi 不相同時，對應的i

就會存在誤差。如果所有的i 對應的yi 和属yi 都相同，那麼直線y 尽 a 尫 bx 就有唯一解。由於存

在yi 和属yi 不相同的情況，換言之，即尨yi − 属yi尩
2 並非全部為零，我們將嘗試找出能使誤差最小

化的a 和b。將所有給定數據的誤差平方相加，可得出以下的誤差函數E尨u尩。

E尨u尩 尽 E尨a, b尩 尽 尨a− 就尩2 尫 尨a尫 b− 尳尩2 尫 尨a尫 尲b− 尴尩2 尫 尨a尫 尳b− 尴尩2 尽 ∥Au− y∥2

或

屭屩屮E尨u尩

誤差E尨u尩 最終等於Au 和y 之間距離的平方。我們很容易可以看出範數（屮屯屲屭）與內積

（屩屮屮履屲 屰屲屯層屵屣屴）是如何與誤差產生關聯的。解決最小平方問題，即是解決尋找能使誤差函數

最小化屭屩屮E尨u尩 的属u 的問題。這個問題的最佳解就是最小平方解属u。要找出最小平方解，我們

需要用到投影（屰屲屯屪履屣屴屩屯屮）的概念。

就 尲 尳

尲

尴

x

y

屆屩屧屵屲履 就尺 擬合數據的最小平方線

組組組件件件 定定定義義義

數據 尨尰, 就尩, 尨就, 尳尩, 尨尲, 尴尩, 尨尳, 尴尩

模型 y 尽 a尫 bx

預測值 属yi 尽 a尫 bxi
誤差項 尨yi − 属yi尩

2

誤差函數 E尨a, b尩 尽
∑4

i=1尨yi − 尨a尫 bxi尩尩
2

矩陣形式 E尨u尩 尽 ∥Au− y∥2,其中 A 尽


就 尰

就 就

就 尲

就 尳

 ,u 尽

[
a

b

]
,y 尽


就

尳

尴

尴


最小平方問題 屭屩屮

u
E尨u尩

最佳解 最小平方解 属u

投投投影影影與與與最最最小小小平平平方方方解解解

要了解最小平方問題，我們需要認識投影。讓我們考慮尋找滿足以下條件的t 的問題：

屭屩屮 ∥ta− x∥

其中t 是實數。

尲
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換句話說，這是在尋找一個能夠最小化向量x 與包含a 的直線之間距離的純量t 的問題。我們

可以看見∥ta − x∥ 代表ta 和x 之間的距離，如圖尲 所示。直觀上，當p 尽 ta 且尨x − ta尩 ⊥ a

時，可以獲得最短距離。這樣的t 便是屭屩屮 ∥ta − x∥ 的解，而向量p 尽 ta 則稱為x 在a 上的投

影。由於尨x− ta尩 ⊥ a，可以透過以下方式求得純量t：

a · 尨x− ta尩 尽 尰 尽⇒ t尨a · a尩 尽 a · x 尽⇒ t 尽
a · x
a · a

尽 尨aTa尩−1aTx

a

x

p 尽 ta

x− ta

屆屩屧屵屲履 尲尺 x 在a 上的向量投影

例例例子子子1

已知x 尽 尨尲,−就, 尳尩 及y 尽 尨尴,−就, 尲尩，求y 在x 上的投影。

摘摘摘要要要表表表

術術術語語語 表表表達達達式式式

投影純量 t 尽
a · x
a · a

投影向量 p 尽 ta

正交性 a · 尨x− ta尩 尽 尰

矩陣形式 t 尽 尨aTa尩−1aTx

最小平方目標 屭屩屮 ∥Au− y∥
行空間組合 Au 尽 aA1 尫 bA2

我們可以用類似解決尋找能夠最小化投影（x 在a 上）與向量x 之間差異的t 的問題一樣，來解

決最小平方問題屭屩屮 ∥Au− y∥。為此，我們設A1, A2 分別為矩陣A 的第一和第二個行向量。那

麼，我們得出Au 尽 aA1 尫 bA2。

屭屩屮 ∥Au− y∥ 尽 屭屩屮 ∥尨aA1 尫 bA2尩− y∥

因此，最小平方問題與矩陣A 的行向量的行空間有關。最小平方問題可以被理解為一個

尋求投影的問題。平面Au 尽 aA1 尫 bA2 是由Ax 給出的一組圖像。如圖所示，它可以被

理解為獲取a 和b 的問題，從而得出包含A1 和A2 的平面與向量y 之間的最小距離。如圖尳

所示，∥尨aA1 尫 bA2尩 − y∥ 是標記實線的長度（對於a 和b 的值）。我們很容易可以看出，

當尨Au−y尩 ⊥ A1 和尨Au−y尩 ⊥ A2 時，可以透過p 尽 aA1尫bA2 獲得從y到aA1尫bA2 距離最短

的向量。這樣的a 和b 提供了屭屩屮 ∥Au−y∥ 尽 屭屩屮 ∥尨aA1尫 bA2尩−y∥ 的解。條件尨Au−y尩 ⊥ A1

和尨Au− y尩 ⊥ A2 意味著AT 尨Au− y尩 尽 0，並得出属u 尽 尨ATA尩−1ATy。{
A1 · 尨Au− y尩 尽 尰

A2 · 尨Au− y尩 尽 尰
⇐⇒

[
A1 · 尨Au− y尩

A2 · 尨Au− y尩

]
尽

[
尰

尰

]

⇐⇒

[
AT

1

AT
2

]
尨Au− y尩 尽

[
尰

尰

]
⇐⇒ AT 尨Au− y尩 尽 0

尳
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⇐⇒ ATAu 尽 ATy ⇐⇒ 属u 尽 尨ATA尩−1ATy

注注注意意意

對於數據集{尨xi, yi尩}，如果xi ̸尽 xj，那麼ATA 總是可逆的（范德蒙行列式屖屡屮層履屲屭屯屮層履 層履屴履屲尭

屭屩屮屡屮屴），且属u 尽 尨ATA尩−1ATy。

A1

A2

y

p 尽 aA1 尫 bA2

∥Au− y∥

屆屩屧屵屲履 尳尺 y 在矩陣A 的行空間上的投影

投投投影影影與與與最最最小小小平平平方方方概概概念念念摘摘摘要要要

概概概念念念 定定定義義義/ 公公公式式式

直線投影問題 屭屩屮 ∥ta− x∥
最佳純量 t t 尽 a·x

a·a 尽 尨aTa尩−1aTx

最小平方問題 屭屩屮 ∥Au− y∥ 尽 屭屩屮 ∥aA1 尫 bA2 − y∥
正交性條件 尨Au− y尩 ⊥ A1, 尨Au− y尩 ⊥ A2

正規方程式 AT 尨Au− y尩 尽 0 尽⇒ ATAu 尽 ATy

最小平方解 属u 尽 尨ATA尩−1ATy

例例例子子子2：：：為為為數數數據據據尋尋尋找找找最最最小小小平平平方方方線線線

從給定的數據中尋找Au 尽 y 的最小平方解。

A 尽


就 尰

就 就

就 尲

就 尳

 , u 尽

[
a

b

]
, y 尽


就

尳

尴

尴


解解解答答答

Au 尽 y 的最小平方解由以下公式給出：

属u 尽 尨ATA尩−1ATy

此解能使∥Au− y∥ 最小化。計算過程：

属u 尽

[
a

b

]
尽 尨ATA尩−1ATy 尽

[
7
10 − 3

10

− 3
10

2
10

][
就 就 就 就

尰 就 尲 尳

]
就

尳

尴

尴

 尽

[
3
2

就

]
尽

[
就.尵

就

]

最小平方線為

y 尽 a尫 bx 尽
尳

尲
尫 x

尴
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其中

属u 尽

[
a

b

]
尽

[
就.尵

就

]
.

我們將探討尋找最小平方曲線（直線）的過程，這稱為線性回歸（屬屩屮履屡屲 屲履屧屲履屳屳屩屯屮）。例例例

子子子3：：：為為為數數數據據據尋尋尋找找找合合合適適適的的的曲曲曲線線線（（（曲曲曲線線線擬擬擬合合合）））

考慮xu尭平面上的尴 個點（二維數據）：

尨尰, 就尩, 尨就, 尳尩, 尨尲, 尴尩, 尨尳, 尴尩

讓我們找出最佳擬合曲線（即u 尽 a尫 bx尫 cx2 的二次近似值）來描述尨xi, ui尩。由於這尴 個數據

點都應滿足二次方程式u 尽 a尫 bx尫 cx2，因此它們可以用以下的矩陣形式表示。構構構建建建二二二次次次最最最小小小

平平平方方方問問問題題題

數據 (x, u) 二次函數u = a + bx + cx2 線性方程組 矩陣表示

(0, 1) 1 = a + b · 0 + c · 02

(1, 3) 3 = a + b · 1 + c · 12


a = 1

a + b + c = 3

a + 2b + 4c = 4

a + 3b + 9c = 4

Au = y

(2, 4) 4 = a + b · 2 + c · 22 其中A =


1 0 0

1 1 1

1 2 4

1 3 9

 , u =

a

b

c

 , y =


1

3

4

4


(3, 4) 4 = a + b · 3 + c · 32

簡單來說，我們只需要為u 尽 a尫 bx尫 cx2 尋找一個能最小化∥Au− y∥ 的向量属u 尽 尨a, b, c尩。要

為數據集獲得這個二次函數，我們將得到一個沒有唯一解的方程組。因此，我們會有一個需要

求解的最小平方問題屭屩屮 ∥Au− y∥。以下的函數E尨u尩 代表了這個問題的誤差：

E尨u尩 尽 E尨a, b, c尩 尽 尨a−就尩2尫尨a尫b尫c−尳尩2尫尨a尫尲b尫尴c−尴尩2尫尨a尫尳b尫尹c−尴尩2 尽 ∥Au−y∥2

我們可以求得

属u 尽

ab
c

 尽 尨ATA尩−1ATy 尽

 就
3
2

−1
2


所以最小平方曲線為

u 尽 就 尫
尳

尲
x− 就

尲
x2.

組組組件件件 數數數值值值

數據點 尨尰, 就尩, 尨就, 尳尩, 尨尲, 尴尩, 尨尳, 尴尩

二次模型 u 尽 a尫 bx尫 cx2

設計矩陣A


就 尰 尰

就 就 就

就 尲 尴

就 尳 尹


最小平方解 属u 尽

 就

就.尵

−尰.尵


擬合二次曲線 u 尽 就 尫 3

2x− 1
2x

2

尵


