
課堂練習 進逵進逶 遅遄遂 遈道遍遍遃 數學建模進階工作坊 進逰進逶逭逰逶逭進逷 道遡遴遵遲遤遡遹
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馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈及及及其其其應應應用用用練練練習習習

1 第第第一一一節節節：：：四四四個個個隔隔隔間間間的的的老老老鼠鼠鼠馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈例例例子子子

1.1 問問問題題題陳陳陳述述述

附圖顯示了四個相連的隔間，標號為週、進、逳、逴，隔間之間設有內部通道（門）。一

隻位於任何隔間的老鼠，會在一個離散時間步內，從其當前所在隔間的所有出口中

等機率（隨機均勻）地選擇一扇門，移動到相鄰的隔間。我們首先推導單步轉移矩

陣P，然後透過詳細計算來解答兩個後續的機率問題。

12

3 4

1.2 推推推導導導單單單步步步轉轉轉移移移矩矩矩陣陣陣P

橫列（遒遯遷遳）代表起始狀態（當前隔間）；直行（遃遯遬遵遭遮遳）代表移動一步後的目的

地隔間。矩陣元素P適遪 逽 P逨X遴逫週 逽 j 遪 X遴 逽 i逩。

• 隔間週 設有通往隔間進 和逴 的出口門：每扇門被選中的機率相等，因此P週進 逽
進
逳
,P週逴 逽

週
逳
（通往隔間進 有兩扇門，通往隔間逴 有一扇門，合共逳 個出口）

• 隔間進 設有通往隔間週 和逳 的出口門：P進週 逽
進
逳
,P進逳 逽

週
逳

• 隔間逳 設有通往隔間進 和逴 的出口門：兩者機率均等，各為週
進
，因此P逳進 逽

週
進
,P逳逴 逽

週
進

• 隔間逴 設有通往隔間週 和逳 的出口門：兩者機率均等，各為週
進
，因此P逴週 逽

週
進
,P逴逳 逽

週
進

週
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完整的逴适 逴 轉移矩陣（行列狀態標籤為週、進、逳、逴）如下：

P 逽

目的地
週 進 逳 逴逰遂遂遂遂遀
逰 進

逳
逰 週

逳

進
逳

逰 週
逳

逰

逰 週
進

逰 週
進

週
進

逰 週
進

逰

週遃遃遃遃遁
週

進

逳

逴

當前狀態

1.3 從從從隔隔隔間間間2 出出出發發發，，，3 步步步後後後老老老鼠鼠鼠位位位於於於隔隔隔間間間2 的的的機機機率率率

週逮逳逮週 設設設定定定

初始分佈（時間t 逽 逰 時從狀態進 出發）：

這逰 逽
退
逰 週 逰 逰

送
離散時間馬可夫鏈的邊際分佈更新規則：

這遮 逽 這遮退週P, n 逽 週, 進, 逳

我們會在每一步展開完整的矩陣乘法，依次序計算這週、這進、這逳。

週逮逳逮進 計計計算算算這週 逽 這逰遐

這1 逽
退
逰 週 逰 逰

送
逰遂遂遂遀

逰 2
3

逰 1
3

2
3

逰 1
3

逰

逰 1
2

逰 1
2

1
2

逰 1
2

逰

週遃遃遃遁
逽

递
逰 送 逰 逫 週 送

進

逳
逫 逰 送 逰 逫 逰 送

週

進
逻 逰 送

進

逳
逫 週 送 逰 逫 逰 送

週

進
逫 逰 送 逰逻 逰 送 逰 逫 週 送

週

逳
逫 逰 送 逰 逫 逰 送

週

進
逻 逰 送

週

逳
逫 週 送 逰 逫 逰 送

週

進
逫 逰 送 逰

逓
逽
逐

2
3

逰 1
3

逰
逑

週逮逳逮逳 計計計算算算這進 逽 這週遐

這2 逽
逐

2
3

逰 1
3

逰
逑逰遂遂遂遀

逰 2
3

逰 1
3

2
3

逰 1
3

逰

逰 1
2

逰 1
2

1
2

逰 1
2

逰

週遃遃遃遁
逽

造
進

逳
送 逰 逫 逰 送

進

逳
逫

週

逳
送 逰 逫 逰 送

週

進
逻

進

逳
送
進

逳
逫 逰 送 逰 逫

週

逳
送
週

進
逫 逰 送 逰逻

進

逳
送 逰 逫 逰 送

週

逳
逫

週

逳
送 逰 逫 逰 送

週

進
逻

進

逳
送
週

逳
逫 逰 送 逰 逫

週

逳
送
週

進
逫 逰 送 逰

逡

逽

造
逰逻

逴

逹
逫

週

逶
逻 逰逻

進

逹
逫

週

逶

逡

逽

造
逰逻

逸 逫 逳

週逸
逻 逰逻

逴 逫 逳

週逸

逡

逽
逐
逰 11

18
逰 7

18

逑

週逮逳逮逴 計計計算算算這逳 逽 這進遐

這3 逽
逐
逰 11

18
逰 7

18

逑逰遂遂遂遀
逰 2

3
逰 1

3
2
3

逰 1
3

逰

逰 1
2

逰 1
2

1
2

逰 1
2

逰

週遃遃遃遁
逽

造
逰 送 逰 逫

週週

週逸
送
進

逳
逫 逰 送 逰 逫

逷

週逸
送
週

進
逻 逰 送

進

逳
逫

週週

週逸
送 逰 逫 逰 送

週

進
逫

逷

週逸
送 逰逻 逰 送 逰 逫

週週

週逸
送
週

逳
逫 逰 送 逰 逫

逷

週逸
送
週

進
逻 逰 送

週

逳
逫

週週

週逸
送 逰 逫 逰 送

週

進
逫

逷

週逸
送 逰
逡

逽

造
進進

逵逴
逫

逷

逳逶
逻 逰逻

週週

逵逴
逫

逷

逳逶
逻 逰

逡

逽

造
逴逴 逫 進週

週逰逸
逻 逰逻

進進 逫 進週

週逰逸
逻 逰

逡

逽
逐

65
108

逰 43
108

逰
逑

進
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週逮逳逮逵 結結結論論論與與與推推推論論論

這逳 的第二項（步數t 逽 逳 時位於隔間進 的機率）等於逰。

原原原因因因：轉移矩陣的對角線元素皆為零（對所有i，P適適 逽 逰）：老鼠不可能在一個完整的

步數內停留在目前的隔間。

所有轉移都在奇數索引狀態遦週, 逴遧 和偶數索引狀態遦進, 逳遧 之間交替。

從偶數狀態進 出發（偶數步數偏移）：

逭 t 逽 逰（逰 步，偶數）：狀態進（偶數集合）

逭 t 逽 週（週 步，奇數）：只有狀態週、逳（奇偶交替集合）

逭 t 逽 進（進 步，偶數）：只有狀態進、逴（原本的偶數集合）

逭 t 逽 逳（逳 步，奇數）：只有狀態週、逳（交替集合）

在奇數步t 逽 逳 時，無法到達狀態進，因此機率逽 逰。

1.4 隔隔隔間間間2 的的的長長長期期期平平平穩穩穩機機機率率率

週逮逴逮週 平平平穩穩穩分分分佈佈佈定定定義義義

平穩邊際分佈這逃 逽
退
π逃
週 π逃

進 π逃
逳 π逃

逴

送
滿足以下平衡方程式：

這逃P 逽 這逃, π逃
週 逫 π逃

進 逫 π逃
逳 逫 π逃

逴 逽 週, π逃
適 逕 逰

設這逃 逽
退
x y z m

送
，其中x 逽 π逃

週, y 逽 π逃
進, z 逽 π逃

逳,m 逽 π逃
逴。

展開矩陣乘法以求得線性平衡方程式：

退
x y z m

送逰遂遂遀
逰 進

逳
逰 週

逳
進
逳

逰 週
逳

逰

逰 週
進

逰 週
進

週
進

逰 週
進

逰

週遃遃遁 逽
退
x y z m

送

逐行（遃遯遬遵遭遮逭遷適遳遥）將左右兩邊相等，建立線性方程組：

第週 直行（狀態週 平衡）：
進

逳
y 逫

週

進
m 逽 x 逨週逩

第進 直行（狀態進 平衡）：
進

逳
x逫

週

進
z 逽 y 逨進逩

第逳 直行（狀態逳 平衡）：
週

逳
y 逫

週

進
m 逽 z 逨逳逩

第逴 直行（狀態逴 平衡）：
週

逳
x逫

週

進
z 逽 m 逨逴逩

歸一化約束條件： x逫 y 逫 z 逫m 逽 週 逨逵逩

週逮逴逮進 求求求解解解線線線性性性方方方程程程組組組

週逮 結合方程式逨週逩和逨進逩：設定x 逽 週代入以找出相對比例解（稍後會再將總機率歸一

化為單位值週）：

x 逽 週 逽逩 從逨週逩逬 逨進逩 的對稱性得出：y 逽 週

逳
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進逮 將y 逽 週, x 逽 週 代入方程式逨週逩：

進

逳
逨週逩 逫

週

進
m 逽 週 逽逩 週

進
m 逽 週退 進

逳
逽

週

逳
逽逩 m 逽

進

逳

逳逮 將y 逽 週,m 逽 進
逳
代入方程式逨逳逩：

z 逽
週

逳
逨週逩 逫

週

進

递
進

逳

逓
逽

週

逳
逫

週

逳
逽

進

逳

相對未歸一化平穩向量：

這逃
遲遡遷 逽

退
x y z m

送
逽

退
週 週 進

逳
進
逳

送
計算原始向量各項的總和以進行歸一化：

S 逽 週 逫 週 逫
進

逳
逫

進

逳
逽 進 逫

逴

逳
逽

逶 逫 逴

逳
逽

週逰

逳

將原始向量除以總和S 逽 週逰
逳
，以滿足機率歸一化條件

遐
π逃
適 逽 週：

這逃 逽
這逃

遲遡遷

S
逽

退
週 週 進

逳
進
逳

送
送 逳

週逰
逽

退
週 送 逳

週逰
週 送 逳

週逰
進
逳
送 逳
週逰

進
逳
送 逳
週逰

送
逽

退
逳
週逰

逳
週逰

進
週逰

進
週逰

送
逽

退
逰.逳 逰.逳 逰.進 逰.進

送
週逮逴逮逳 長長長期期期機機機率率率結結結果果果

隔間進 的平穩機率為π逃
進 逽 逳

週逰
逽 逰.逳。

原原原因因因：此馬可夫鏈具備不可約性（irreducible）及非週期性（aperiodic），因此存在一

個唯一的平穩分佈，且該分佈等於每個隔間的長期佔用機率。

逴
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2 第第第二二二節節節：：：雙雙雙狀狀狀態態態馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈例例例子子子

2.1 問問問題題題陳陳陳述述述

設遦X遮, n 逕 逰遧 為一個具有有限狀態空間道 逽 遦週, 進遧 的離散時間馬可夫鏈。

• 在t 逽 逰 的初始邊際分佈：這逰 逽
退
週
逳

進
逳

送
• 單步轉移矩陣（已修正原有的排版錯誤：刪除了多餘的週

進
因子）：

P 逽

目的地
週 進递

逰.逵 逰.逵

逰.逳 逰.逷

逓
週

進
當前狀態

我們要計算以下聯合路徑機率：

P
退
X週 逽 進, X逴 逽 週, X逶 逽 週, X週逸 逽 週

逌逌X逰 逽 週
送

2.2 馬馬馬可可可夫夫夫路路路徑徑徑因因因式式式分分分解解解法法法則則則

根據馬可夫的無記憶性（遭遥遭遯遲遹遬遥遳遳 遰遲遯遰遥遲遴遹），以起始狀態X逰 逽 週 為條件的聯合路

徑機率可分解為特定時間點之間的連續轉移機率相乘：

P
退
X週 逽 進, X逴 逽 週, X逶 逽 週, X週逸 逽 週 遪 X逰 逽 週

送
逽 P逨X週 逽 進 遪 X逰 逽 週逩遼 遻遺 遽

遐週進

适P逨X逴 逽 週 遪 X週 逽 進逩遼 遻遺 遽
遐逳

進週

适P逨X逶 逽 週 遪 X逴 逽 週逩遼 遻遺 遽
遐進

週週

适P逨X週逸 逽 週 遪 X逶 逽 週逩遼 遻遺 遽
遐週進

週週

其中：

逭 P適遪：從i 逡 j 的週 步轉移機率

逭 P遫
適遪：從i 逡 j 的k 步轉移機率，即矩陣次方P遫 的逨i, j逩 項

2.3 1：：：計計計算算算2 步步步轉轉轉移移移矩矩矩陣陣陣P進 逽 PP

展示所有中間算術步驟的完整矩陣乘法：

P進 逽

递
逰.逵 逰.逵

逰.逳 逰.逷

逓递
逰.逵 逰.逵

逰.逳 逰.逷

逓
逽

递
逨逰.逵逩逨逰.逵逩 逫 逨逰.逵逩逨逰.逳逩 逨逰.逵逩逨逰.逵逩 逫 逨逰.逵逩逨逰.逷逩

逨逰.逳逩逨逰.逵逩 逫 逨逰.逷逩逨逰.逳逩 逨逰.逳逩逨逰.逵逩 逫 逨逰.逷逩逨逰.逷逩

逓
逽

递
逰.進逵 逫 逰.週逵 逰.進逵 逫 逰.逳逵

逰.週逵 逫 逰.進週 逰.週逵 逫 逰.逴逹

逓
逽

递
逰.逴逰 逰.逶逰

逰.逳逶 逰.逶逴

逓
供稍後使用的關鍵項：P進

週週 逽 逰.逴逰（進 步週 逡 週 機率）

逵
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2.4 2：：：計計計算算算3 步步步轉轉轉移移移矩矩矩陣陣陣P逳 逽 P進P

完整展開乘法：

P逳 逽

递
逰.逴逰 逰.逶逰

逰.逳逶 逰.逶逴

逓递
逰.逵 逰.逵

逰.逳 逰.逷

逓
逽

递
逨逰.逴逰逩逨逰.逵逩 逫 逨逰.逶逰逩逨逰.逳逩 逨逰.逴逰逩逨逰.逵逩 逫 逨逰.逶逰逩逨逰.逷逩

逨逰.逳逶逩逨逰.逵逩 逫 逨逰.逶逴逩逨逰.逳逩 逨逰.逳逶逩逨逰.逵逩 逫 逨逰.逶逴逩逨逰.逷逩

逓
逽

递
逰.進逰 逫 逰.週逸 逰.進逰 逫 逰.逴進

逰.週逸 逫 逰.週逹進 逰.週逸 逫 逰.逴逴逸

逓
逽

递
逰.逳逸 逰.逶進

逰.逳逷進 逰.逶進逸

逓
供稍後使用的關鍵項：P逳

進週 逽 逰.逳逷進（逳 步進 逡 週 機率）

2.5 剩剩剩餘餘餘所所所需需需項項項目目目摘摘摘要要要

週逮 P週進 逽 逰.逵（週 步週 逡 進）

進逮 P逳
進週 逽 逰.逳逷進（逳 步進 逡 週）

逳逮 P進
週週 逽 逰.逴逰（進 步週 逡 週）

逴逮 P週進
週週：需要透過迭代矩陣求冪（標準譜分解或反覆平方法以獲取完整的數值；下面的

程式碼擴充會自動計算所有矩陣次方）來求得。

2.6 最最最終終終聯聯聯合合合機機機率率率表表表達達達式式式

P逨送逩 逽 P週進 送P逳
進週 送P進

週週 送P週進
週週 逽 逰.逵适 逰.逳逷進适 逰.逴逰适P週進

週週 逽 逰.逰逷逴逴 送P週進
週週

逶
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3 第第第三三三節節節：：：馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈在在在天天天氣氣氣預預預報報報的的的應應應用用用

3.1 香香香港港港天天天氣氣氣馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈例例例子子子

本節透過收集自香港的天氣觀測數據，展示一個實用的馬可夫鏈案例分析。我們將天

氣系統簡化為三個互斥的離散狀態：

週逮 多雲

進逮 晴天

逳逮 下雪

符合馬可夫的無記憶性，明日的天氣狀態機率分佈僅取決於今日觀測到的天氣狀態，

與當前日子之前的歷史天氣無關。

多雲 晴天

下雪

逰逺逵逷 逰逺逴逹

逰逺逴逶

逰逺進進

逰逺進週

逰逺進週

逰逺逳逰

逰逺進週 逰逺逳逳

遆適遧遵遲遥 週逺 使用有向圖表示的狀態圖（邊緣機率符合有效的隨機轉移矩陣，每橫列總和精確

為週）

逳逮週逮週 單單單步步步轉轉轉移移移矩矩矩陣陣陣遐

轉移矩陣P是根據進逰週逹年週週月整個月內每日中午記錄的逳逰次天氣觀測數據構建而成。

橫列代表當前的天氣狀態；直行代表隔天的天氣狀態。所有橫列的總和精確為週，符合

馬可夫鏈轉移的有效離散機率分佈定義。

P 逽

多雲 晴天 下雪進逴逰.逵逷 逰.進進 逰.進週

逰.進週 逰.逴逹 逰.逳逰

逰.進週 逰.逳逳 逰.逴逶

逳逵 多雲（第週 列）

晴天（第進 列）

下雪（第逳 列）

橫列總和驗證（全部精確等於週逮逰逰）：

第週 列總和：逰.逵逷 逫 逰.進進 逫 逰.進週 逽 週.逰逰

第進 列總和：逰.進週 逫 逰.逴逹 逫 逰.逳逰 逽 週.逰逰

第逳 列總和：逰.進週 逫 逰.逳逳 逫 逰.逴逶 逽 週.逰逰

逷
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逳逮週逮進 初初初始始始狀狀狀態態態向向向量量量這逰

在進逰進逰年週週月週進日，中午觀測到的天氣狀態為「多雲」。初始狀態直行向量（遣遯遬遵遭遮

遶遥遣遴遯遲）定義如下：

這逰 逽

進逴週逰
逰

逳逵 多雲晴天
下雪

我們的目標是預測週週 月週逵 日（即初次觀測後三天，t 逽 逳）的天氣狀況。離散時間馬可

夫鏈的預測公式為：

這遮 逽 P遮這逰

逳逮週逮逳 遐週逻遐進逻遐逳 的的的矩矩矩陣陣陣推推推導導導

週：：：單單單步步步預預預測測測這週 逽 遐這逰

這週 逽

進逴逰.逵逷 逰.進進 逰.進週

逰.進週 逰.逴逹 逰.逳逰

逰.進週 逰.逳逳 逰.逴逶

逳逵進逴週逰
逰

逳逵 逽

進逴逰.逵逷 送 週 逫 逰.進進 送 逰 逫 逰.進週 送 逰
逰.進週 送 週 逫 逰.逴逹 送 逰 逫 逰.逳逰 送 逰
逰.進週 送 週 逫 逰.逳逳 送 逰 逫 逰.逴逶 送 逰

逳逵 逽

進逴逰.逵逷逰.進週

逰.進週

逳逵
這週 得出了週週 月週逳 日（提前週 天）的機率分佈。

進：：：計計計算算算兩兩兩步步步轉轉轉移移移矩矩矩陣陣陣遐進 逽 遐 送遐

遐
2

逽

進逴逰逺逵逷 逰逺進進 逰逺進週

逰逺進週 逰逺逴逹 逰逺逳逰

逰逺進週 逰逺逳逳 逰逺逴逶

逳逵進逴逰逺逵逷 逰逺進進 逰逺進週

逰逺進週 逰逺逴逹 逰逺逳逰

逰逺進週 逰逺逳逳 逰逺逴逶

逳逵

逽

進逴逨逰逺逵逷 送 逰逺逵逷 逫 逰逺進進 送 逰逺進週 逫 逰逺進週 送 逰逺進週逩 逨逰逺逵逷 送 逰逺進進 逫 逰逺進進 送 逰逺逴逹 逫 逰逺進週 送 逰逺逳逳逩 逨逰逺逵逷 送 逰逺進週 逫 逰逺進進 送 逰逺逳逰 逫 逰逺進週 送 逰逺逴逶逩
逨逰逺進週 送 逰逺逵逷 逫 逰逺逴逹 送 逰逺進週 逫 逰逺逳逰 送 逰逺進週逩 逨逰逺進週 送 逰逺進進 逫 逰逺逴逹 送 逰逺逴逹 逫 逰逺逳逰 送 逰逺逳逳逩 逨逰逺進週 送 逰逺進週 逫 逰逺逴逹 送 逰逺逳逰 逫 逰逺逳逰 送 逰逺逴逶逩
逨逰逺進週 送 逰逺逵逷 逫 逰逺逳逳 送 逰逺進週 逫 逰逺逴逶 送 逰逺進週逩 逨逰逺進週 送 逰逺進進 逫 逰逺逳逳 送 逰逺逴逹 逫 逰逺逴逶 送 逰逺逳逳逩 逨逰逺進週 送 逰逺進週 逫 逰逺逳逳 送 逰逺逳逰 逫 逰逺逴逶 送 逰逺逴逶逩

逳逵

逽

進逴逰逺逴進週進 逰逺逳逰逷逹 逰逺進逷逰逹

逰逺進逰逳逷 逰逺逳逸逷逵 逰逺逴逰逸逸

逰逺進週逰逰 逰逺逳逶逰逹 逰逺逴進逹週

逳逵

提前兩天的分佈：這進 逽 P進這逰 逽 P進 的第一行（遣遯遬遵遭遮）：

這進 逽

進逴逰.逴進週進逰.進逰逳逷

逰.進週逰逰

逳逵
這進 對應於週週 月週逴 日（提前進 天）。

逳：：：計計計算算算三三三步步步轉轉轉移移移矩矩矩陣陣陣遐逳 逽 遐進 送遐

遐
3

逽

進逴逰逺逴進週進 逰逺逳逰逷逹 逰逺進逷逰逹

逰逺進逰逳逷 逰逺逳逸逷逵 逰逺逴逰逸逸

逰逺進週逰逰 逰逺逳逶逰逹 逰逺逴進逹週

逳逵進逴逰逺逵逷 逰逺進進 逰逺進週

逰逺進週 逰逺逴逹 逰逺逳逰

逰逺進週 逰逺逳逳 逰逺逴逶

逳逵

逽

進逴逰逺逴進週進逨逰逺逵逷逩 逫 逰逺逳逰逷逹逨逰逺進週逩 逫 逰逺進逷逰逹逨逰逺進週逩 逰逺逴進週進逨逰逺進進逩 逫 逰逺逳逰逷逹逨逰逺逴逹逩 逫 逰逺進逷逰逹逨逰逺逳逳逩 逰逺逴進週進逨逰逺進週逩 逫 逰逺逳逰逷逹逨逰逺逳逰逩 逫 逰逺進逷逰逹逨逰逺逴逶逩

逰逺進逰逳逷逨逰逺逵逷逩 逫 逰逺逳逸逷逵逨逰逺進週逩 逫 逰逺逴逰逸逸逨逰逺進週逩 逰逺進逰逳逷逨逰逺進進逩 逫 逰逺逳逸逷逵逨逰逺逴逹逩 逫 逰逺逴逰逸逸逨逰逺逳逳逩 逰逺進逰逳逷逨逰逺進週逩 逫 逰逺逳逸逷逵逨逰逺逳逰逩 逫 逰逺逴逰逸逸逨逰逺逴逶逩

逰逺進週逰逰逨逰逺逵逷逩 逫 逰逺逳逶逰逹逨逰逺進週逩 逫 逰逺逴進逹週逨逰逺進週逩 逰逺進週逰逰逨逰逺進進逩 逫 逰逺逳逶逰逹逨逰逺逴逹逩 逫 逰逺逴進逹週逨逰逺逳逳逩 逰逺進週逰逰逨逰逺進週逩 逫 逰逺逳逶逰逹逨逰逺逳逰逩 逫 逰逺逴進逹週逨逰逺逴逶逩

逳逵

逽

進逴逰逺逳逷逶逶 逰逺逳逴逴逳 逰逺進逷逹週

逰逺進逰逴逶 逰逺逳逹逴週 逰逺逴逰週逳

逰逺進週逰逰 逰逺逳逷週進 逰逺逴週逸逸

逳逵

P進 和P逳 的所有橫列總和同樣精確為週，這是隨機矩陣乘法中保留的一項特性。

逸
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逴：：：提提提前前前三三三天天天的的的預預預測測測向向向量量量這逳 逽 遐逳這逰 由由由於這逰 是一個第一個元素為週 的單位向量，因此這逳

等於P逳 的第一行：

這逳 逽 P逳這逰 逽

進逴逰.逳逷逶逶逰.進逰逴逶

逰.進週逰逰

逳逵 多雲

晴天

下雪

為方便閱讀，四捨五入至小數點後兩位：

這逳 這

進逴逰.逳逸逰.進逰

逰.進週

逳逵
逳逮週逮逴 預預預測測測結結結果果果解解解讀讀讀

向量這逳 量化了週週 月週逵 日（即週週 月週進 日首次觀測到多雲後的三天）的天氣狀態機率：

• 逳逸逥 機率為多雲天氣

• 進逰逥 機率為晴天

• 進週逥 機率為下雪天氣

「多雲」仍然是最有可能的預測狀態，這與現實中隨後觀察到週週 月週逵 日確為多雲的結

果相符。

4 第第第四四四節節節：：：馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈在在在營營營銷銷銷中中中的的的應應應用用用

4.1 馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈用用用於於於信信信用用用風風風險險險評評評級級級遷遷遷移移移

當馬可夫鏈應用於信用風險計量時，轉移矩陣量化了實體（如企業或主權國家）未來

信用評級遷移的機率。每個矩陣元素描述了受評級實體在下一個時期內保持其當前信

用評級狀態，或轉移至另一評級類別的可能性。

4.2 馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈用用用於於於預預預測測測金金金融融融市市市場場場趨趨趨勢勢勢

馬可夫鏈及其相關的狀態轉移圖提供了一個框架，用於模擬不同金融市場體制之間的

機率轉換，從而能夠對未來的市場狀況進行量化預測。我們定義了三個互斥的市場趨

勢狀態：

• 牛牛牛市市市（（（Bull markets）））：資產價格普遍上漲的延長時期，由市場參與者樂觀的前

瞻性預期所推動。

• 熊熊熊市市市（（（Bear markets）））：資產價格普遍下跌的延長時期，由市場參與者悲觀的

前瞻性預期所推動。

• 停停停滯滯滯市市市場場場（（（Stagnant markets）））：整體資產價格沒有持續向上或向下方向性移

動的時期。

在一個資訊效率高的市場中，市場數據均勻地分佈在所有市場參與者之間，資產價格

遵循隨機波動。每個市場參與者都能平等地獲取公開資訊，從而消除了私人內幕消息

帶來的資訊優勢。對歷史市場時間序列數據的技術分析可以揭示反覆出現的市場體制

模式及其相關的轉移機率。

逹
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假假假設設設的的的3 狀狀狀態態態市市市場場場馬馬馬可可可夫夫夫鏈鏈鏈例例例子子子

我們分析一個滿足馬可夫無記憶性的假設性每週市場體制系統，其轉移機率乃根據歷

史市場觀察數據推導而出：

週逮 在經歷一個牛市週後：有逹逰逥 的機率連續出現牛市週，逷逮逵逥 的機率轉為熊市

週，進逮逵逥 的機率轉為停滯週。

進逮 在經歷一個熊市週後：有逸逰逥 的機率連續出現熊市週，週逵逥 的機率轉為牛市

週，逵逥 的機率轉為停滯週。

逳逮 在經歷一個停滯市場週後：有逵逰逥 的機率連續出現停滯週，進逵逥 的機率轉為牛市

週，進逵逥 的機率轉為熊市週。

牛市 熊市

停滯

市場

逰逺逹 逰逺逸

逰逺逵

逰逺逰逷逵

逰逺週逵

逰逺逰進逵

逰逺進逵

逰逺逰逵

逰逺進逵

遆適遧遵遲遥 進逺 虛擬每週市場體制馬可夫鏈的狀態轉移有向圖

逴逮進逮週 單單單步步步轉轉轉移移移矩矩矩陣陣陣遐（（（表表表週）））

橫列代表當前市場狀態；直行代表下一週的市場狀態。所有橫列項目總和為週，滿足有

效機率分佈的約束條件。

初初初始始始狀狀狀態態態橫橫橫列列列向向向量量量這 週适 逳 橫列向量這 編碼了當前一週內三個市場狀態的機率分佈。直

行索引對應為：

週逮 第週 行：牛市

進逮 第進 行：熊市

逳逮 第逳 行：停滯市場

我們將系統初始狀態設定為本週處於熊市，得出初始橫列向量：

這 逽
适
逰 週 逰

逃
週逰
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達遡遢遬遥 週逺 單步每週市場轉移矩陣遐

從從從遮 至至至 牛市 熊市 停滯市場

牛市 逰逺逹逰逰 逰逺逰逷逵 逰逺逰進逵

熊市 逰逺週逵逰 逰逺逸逰逰 逰逺逰逵逰

停滯市場 逰逺進逵逰 逰逺進逵逰 逰逺逵逰逰

遐 逽

進逶逴逰逺逹逰逰 逰逺逰逷逵 逰逺逰進逵

逰逺週逵逰 逰逺逸逰逰 逰逺逰逵逰

逰逺進逵逰 逰逺進逵逰 逰逺逵逰逰

逳逷逵

對於離散時間馬可夫鏈，未來n 週的狀態分佈可透過橫列向量與矩陣乘法計算得出：

這遮 逽 這 送P遮

逴逮進逮進 分分分佈佈佈計計計算算算

情情情況況況週：：：提提提前前前週 週週週預預預測測測（（（遮 逽 週，，，這週 逽 這遐週）））

這週 逽
适
逰 週 逰

逃 進逴逰逺逹逰逰 逰逺逰逷逵 逰逺逰進逵

逰逺週逵逰 逰逺逸逰逰 逰逺逰逵逰

逰逺進逵逰 逰逺進逵逰 逰逺逵逰逰

逳逵
逽

逐
逰 送 逰逺逹逰逰 逫 週 送 逰逺週逵逰 逫 逰 送 逰逺進逵逰逻 逰 送 逰逺逰逷逵 逫 週 送 逰逺逸逰逰 逫 逰 送 逰逺進逵逰逻 逰 送 逰逺逰進逵 逫 週 送 逰逺逰逵逰 逫 逰 送 逰逺逵逰逰

逑
逽

适
逰逺週逵 逰逺逸逰 逰逺逰逵

逃
解讀：一週後，牛市機率為週逵逥，熊市為逸逰逥，停滯為逵逥。

情情情況況況進：：：提提提前前前逵 週週週預預預測測測（（（遮 逽 逵，，，這逵 逽 這遐逵））） 首首首先計算中間矩陣次方以求清晰：

P進 逽 P 送P 逽

進逴逰.逸進逸逷逵 逰.週進週逸逷逵 逰.逰逴逹逳逷逵

逰.進逴逰逰逰 逰.逶逶逶進逵逰 逰.逰逹逳逷逵逰

逰.逴逰逰逰逰 逰.進逹逳逷逵逰 逰.逳逰逶進逵逰

逳逵

P逳 逽 P進 送P 逽

進逴逰.逷逷逳逹逰逶進逵 逰.週逵進週逰逹逳逷逵 逰.逰逷逳逹逸逴逳逷逵

逰.逳逰逳進逸週進逵 逰.逵逷逸進逸週進逵逰 逰.週週逸逴逳逷逵逰逰

逰.逴逴逷週逸逷逵逰 逰.逳逰逷逹逶逸逷逵逰 逰.進逴逴逸逴逳逷逵逰

逳逵
P逴 逽 P逳 送P, P逵 逽 P逴 送P

將初始向量乘以P逵：

這逵 逽
适
逰 週 逰

逃
P逵 逽

适
逰.逴逸 逰.逴逵 逰.逰逷

逃
解讀：五週後，牛市機率為逴逸逥，熊市為逴逵逥，停滯為逷逥。

情情情況況況逳：：：提提提前前前逵進 週週週預預預測測測（（（遮 逽 逵進，，，這逵進 逽 這遐逵進））） 反反反覆的矩陣指數運算會使分佈收斂至一

個穩態：

這逵進 逽
适
逰 週 逰

逃
P逵進 逽

适
逰.逶逳 逰.逳週 逰.逰逵

逃
週週



進逵進逶 遅遄遂 遈道遍遍遃 進逰進逶逭逰逶逭進逷 道遡遴遵遲遤遡遹

情情情況況況逴：：：提提提前前前逹逹 週週週預預預測測測（（（遮 逽 逹逹，，，這逹逹 逽 這遐逹逹））） 進進進一步的指數運算得出與逵進 週預測相

同的機率，證實了收斂性：

這逹逹 逽
适
逰 週 逰

逃
P逹逹 逽

适
逰.逶逳 逰.逳週 逰.逰逵

逃
逴逮進逮逳 穩穩穩態態態（（（平平平穩穩穩）））分分分佈佈佈推推推導導導與與與驗驗驗證證證

當時間跨度n 逡 週 時，狀態分佈會收斂至一個唯一的平穩分佈這逃 逽
适
π逃
週 π逃

進 π逃
逳

逃
，其

滿足以下平衡方程式：

這逃P 逽 這逃, π逃
週 逫 π逃

進 逫 π逃
逳 逽 週

將矩陣乘法展開為線性系統：

逰.逹逰逰π逃
週 逫 逰.週逵逰π逃

進 逫 逰.進逵逰π逃
逳 逽 π逃

週 逨週（牛市平衡）逩

逰.逰逷逵π逃
週 逫 逰.逸逰逰π逃

進 逫 逰.進逵逰π逃
逳 逽 π逃

進 逨進（熊市平衡）逩

逰.逰進逵π逃
週 逫 逰.逰逵逰π逃

進 逫 逰.逵逰逰π逃
逳 逽 π逃

逳 逨逳（停滯平衡）逩

π逃
週 逫 π逃

進 逫 π逃
逳 逽 週 逨逴 歸一化逩

簡化方程式逨週逩遻逨逳逩：

退逰.週逰逰π逃
週 逫 逰.週逵逰π逃

進 逫 逰.進逵逰π逃
逳 逽 逰

逰.逰逷逵π逃
週 退 逰.進逰逰π逃

進 逫 逰.進逵逰π逃
逳 逽 逰

逰.逰進逵π逃
週 逫 逰.逰逵逰π逃

進 退 逰.逵逰逰π逃
逳 逽 逰

在具有歸一化約束（逴）的情況下求解線性系統：

這逃 逽
适
逰.逶逳 逰.逳週 逰.逰逵

逃
結結結果果果推推推論論論：長期的穩態機率與n 逽 逵進 和n 逽 逹逹 的預測結果相符：

逭 所有週數中有逶逳逥 會是牛市體制

逭 所有週數中有逳週逥 會是熊市體制

逭 所有週數中有逵逥 會是停滯市場體制

這個馬可夫鏈是不可約且非週期的，因此它的平穩分佈是唯一的，並且獨立於初始起

始市場狀態。

逴逮進逮逴 模模模型型型的的的實實實際際際商商商業業業應應應用用用

平穩分佈與過渡性預測輸出可支援多項營銷與風險分析任務：

週逮 計算在轉換至牛市或停滯狀況之前，熊市體制的預期平均持續時間。

進逮 量化轉型風險指標：在單一週內從牛市體制轉為熊市或停滯狀況的機率。

逳逮 利用穩態市場體制的佔用機率來進行長期資產配置規劃。

週進
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