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1 引引引言言言(Introduction)

主成分分析逨遐遲適遮遣適遰遡遬 遃遯遭遰遯遮遥遮遴 遁遮遡遬遹遳適遳逬 遐遃遁逩 最早由卡爾·皮爾遜逨運遡遲遬 遐遥遡遲遳遯遮逩

於週逹逰週 年正式提出，隨後哈羅德·霍特林逨遈遡遲遯遬遤 遈遯遴遥遬遬適遮遧逩 於週逹逳逳 年獨立地重新發展

並擴展了該方法。皮爾遜指出，他最初的代數框架可輕易應用於一般的數值數據集。

儘管他承認對於具有四個或以上不同變數的數據集，人手計算會變得繁重，但他證實

了對於小規模問題，完全由人手計算在數學上是可行的。人手計算遐遃遁 在實際操作中

僅適用於最多四個變數的數據集；然而，遐遃遁 正正是在應用於具有五個或以上高維特

徵的數據集時，才能發揮其最大的分析與計算優勢。

嚴格落實遐遃遁 需要具備描述性統計學及線性矩陣代數的堅實基礎，包括向量點

積逨遶遥遣遴遯遲 遤遯遴 遰遲遯遤遵遣遴遳逩、內積逨適遮遮遥遲 遰遲遯遤遵遣遴遳逩、在直線及高維子空間上的正交投

影逨遯遲遴遨遯遧遯遮遡遬 遰遲遯遪遥遣遴適遯遮逩、特徵分解逨遥適遧遥遮遤遥遣遯遭遰遯遳適遴適遯遮逩以及協方差矩陣代數逨遣遯遶遡遲適遡遮遣遥

遭遡遴遲適選 遡遬遧遥遢遲遡逩。

遐遃遁 的核心概念目標具有兩個數學上等價的表述方式：

週逮 最大化零中心化數據逨遭遥遡遮逭遣遥遮遴遥遲遥遤 遤遡遴遡逩 投影在單位基底向量上的總投影變異

數逨遶遡遲適遡遮遣遥逩

進逮 最小化原始數據點與其在單位基底向量上投影點之間的總正交距離平方逨遳遱遵遡遲遥遤

遯遲遴遨遯遧遯遮遡遬 遤適遳遴遡遮遣遥逩

遐遃遁 的實際動機源於未經處理的高維數據本身固有的複雜性：冗餘及相關的特徵會增

加計算運行時間並引入統計上的不穩定性。在數學上，主成分是透過對原始特徵集進

行正交線性轉換來構建的，其中轉換矩陣優化了一個「變異數最大化」的代數目標準

則。遐遃遁被歸類為一種無監督學習逨遵遮遳遵遰遥遲遶適遳遥遤 遬遥遡遲遮適遮遧逩算法：在轉換過程中不需要

標記輸出逯目標響應變數，其核心優化目標是最大化保留在投影子空間中的總可解釋變

異數逨遥選遰遬遡適遮遥遤 遶遡遲適遡遮遣遥逩。

2 PCA 演演演算算算法法法流流流程程程(PCA Algorithm Pipeline)

執行遐遃遁 的完整順序工作流程定義為以下五個明確的有序階段：

週逮 特徵標準化逯 平均值中心化（數據縮放）

進逮 計算中心化數據的樣本協方差矩陣

逳逮 協方差矩陣的特徵值與特徵向量分解

逴逮 按特徵值大小降序排列特徵向量，構建主成分基底

逵逮 將原始中心化數據集投影到截斷的特徵向量基底上，生成降維後的輸出數據集

3 PCA 的的的基基基礎礎礎線線線性性性代代代數數數：：：點點點積積積、、、內內內積積積、、、範範範數數數、、、直直直線線線上上上投投投影影影

推導遐遃遁 所需的所有向量運算均在下方提供了逐步的代數推導與完整定義。

週
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3.1 點點點積積積/ 標標標準準準歐歐歐幾幾幾里里里得得得內內內積積積(Dot Product)

點積是實歐幾里得向量空間屒屮 中的典範內積。它接受兩個等長的向量並返回一個純量

實數。

逳逮週逮週 定定定義義義

設x,y 尲 屒屮 為兩個n 維實向量，其元素為x屩, y屩 逨i 逽 週, . . . , n逩。點積寫為x 的轉置矩陣

與y 的矩陣乘法：

x尾y 逽
屎屘
屩尽就

x屩y屩 逨逳逮週逩

逳逮週逮進 基基基於於於點點點積積積的的的正正正交交交條條條件件件

當且僅當兩個向量的點積為零時，這兩個向量被稱為正交（幾何上垂直）：

x尾y 逽 逰 逨逳逮進逩

3.2 向向向量量量範範範數數數/ 向向向量量量長長長度度度(Vector Norm)

向量的歐幾里得範數（長度）量化了其在歐幾里得空間中的大小，透過向量與自身的

點積來定義。

逳逮進逮週 定定定義義義

對於任何向量x 尲 屒屮：

屫x屫 逽
屰
x尾x 逽

屶屵屵屴 屎屘
屩尽就

x尲
屩 逨逳逮逳逩

逳逮進逮進 屌尲 範範範數數數

將範數平方即可得出各元素的平方和：

屫x屫尲 逽 x尾x 逽
屎屘
屩尽就

x尲
屩

3.3 兩兩兩個個個向向向量量量之之之間間間的的的歐歐歐幾幾幾里里里得得得距距距離離離

距離量度的是x 與y 之間的差向量的大小。

d逨x,y逩 逽 屫x尀 y屫 逽
屰

逨x尀 y逩尾逨x尀 y逩 逨逳逮逴逩

3.4 兩兩兩個個個向向向量量量之之之間間間的的的夾夾夾角角角

向量x,y 之間幾何夾角α 的餘弦值與其點積及範數有關：

遣遯遳α 逽
x尾y

屫x屫屫y屫
逨逳逮逵逩

進
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3.5 一一一般般般內內內積積積空空空間間間（（（點點點積積積的的的推推推廣廣廣）））

點積是針對任意實向量空間V 定義的一種更廣泛的抽象運算（稱為內積）的特例。內

積接受兩個向量並返回一個純量，將幾何上的點積行為推廣至非歐幾里得空間。

逳逮逵逮週 正正正式式式的的的公公公理理理定定定義義義

設V 為在屒 上的向量空間。內積逨封, 封逩 逺 V 専 V 尡 屒 必須滿足四個公理：

週逮 對對對稱稱稱性性性(Symmetry)逺 逨u,v逩 逽 逨v,u逩 , 尸u,v 尲 V

進逮 正正正定定定性性性(Positive Definiteness)逺 對於所有u 尶逽 0，逨u,u逩 > 逰；且逨0,0逩 逽 逰

逳逮 第第第一一一變變變元元元線線線性性性(Linearity in the first argument)逺 逨αu逫w,v逩 逽 α 逨u,v逩 逫

逨w,v逩 , 尸α 尲 屒,u,v,w 尲 V

逴逮 第第第二二二變變變元元元線線線性性性(Linearity in the second argument)逺 逨u, αv 逫w逩 逽 α 逨u,v逩 逫

逨u,w逩 , 尸α 尲 屒,u,v,w 尲 V

逳逮逵逮進 基基基於於於內內內積積積的的的一一一般般般範範範數數數

向量大小的概念可以推廣至任何內積空間：

屫u屫 逽
屰

逨u,u逩 逨逳逮逶逩

逳逮逵逮逳 基基基於於於內內內積積積的的的一一一般般般距距距離離離

遤適遳遴逨u,v逩 逽 屫u尀 v屫 逽
屰

逨u尀 v,u尀 v逩 逨逳逮逷逩

逳逮逵逮逴 一一一般般般正正正交交交條條條件件件

相對於所選的內積，向量u,v 尲 V 為正交，當且僅當：

逨u,v逩 逽 逰 逨逳逮逸逩

正交性依賴於所使用的具體內積：在某一種內積定義下正交的兩個向量，並不保證在

另一種內積定義下依然正交。

3.6 在在在單單單一一一向向向量量量直直直線線線上上上的的的正正正交交交投投投影影影

遐遃遁 投影的幾何基礎：第一個主成分是唯一的單位向量，當所有數據點投影到該向量

方向時，會最大化數據集的總變異數。投影是一種將一個向量映射到由第二個基底向

量所展開的直線上的線性算子。

逳逮逶逮週 正正正交交交投投投影影影定定定義義義

設a 為任意輸入向量，而b 為定義目標直線的固定基底向量。a 在b 上的正交投影是

一個恰好位於由b 所展開的直線上的向量cb，其中殘差差分向量a 尀 cb 與b 正交。殘

差a尀 cb 被稱為正交投影誤差項。這種關係如圖週 所示。

逳
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a
b

屣b

a尀 屣b

遆適遧遵遲遥 週逺 向量a 在由b 展開的直線上的正交投影。殘差a尀 屣b 尿 b。

逳逮逶逮進 投投投影影影純純純量量量屣 的的的推推推導導導

根據正交條件，殘差向量與基底向量的內積為零：

逨a尀 cb, b逩 逽 逰

逨a, b逩尀 逨cb, b逩 逽 逰

逨a, b逩尀 c 逨b, b逩 逽 逰

重新排列以分離出純量系數c：

c 逨b, b逩 逽 逨a, b逩 逽尩 c 逽
逨a, b逩

逨b, b逩

對於歐幾里得點積：

逨b, b逩 逽 b尾b 逽 屫b屫尲 逽尩 c 逽
b尾a

屫b屫尲

逳逮逶逮逳 單單單位位位基基基底底底向向向量量量的的的簡簡簡化化化屫b屫 逽 週

c 逽 b尾a

逳逮逶逮逴 單單單一一一向向向量量量基基基底底底的的的投投投影影影矩矩矩陣陣陣

投影映射為線性的，其矩陣為Pb 逽
bb尾

屫b屫尲，因此遰遲遯遪b逨a逩 逽 Pba。

4 高高高維維維子子子空空空間間間上上上的的的正正正交交交投投投影影影

我們將正交投影從一維直線推廣至由線性獨立基底向量集B 逽 屦b就, b尲, . . . , b屭屧 所展開
的m 維子空間U 尚 屒屫。圖進 顯示了投影在由b就, b尲 展開的二維平面上，其中a 尀 cb 是

向量a 投影到由基底矩陣B 所展開的子空間上的正交投影殘差向量，而cb 是向量a 在

基底B 所在的行空間逨遣遯遬遵遭遮 遳遰遡遣遥逩 上的正交投影。

逴



課堂練習 進逵進逶 遅遄遂 遈道遍遍遃 數學建模進階工作坊 進逰進逶逭逰逶逭進逷 道遡遴遵遲遤遡遹

b就

b尲

a

展a尀 屣b

遆適遧遵遲遥 進逺 向量a 在由基底屦b就尻 b尲屧 展開的進遄 子空間展 上的正交投影。殘差a尀 屣b 與展 中的所

有向量正交。

4.1 子子子空空空間間間正正正交交交條條條件件件

設c 逽 遛c就, c尲, . . . , c屭遝
尾 為純量投影系數的向量，並將基底向量堆疊為矩陣的行向

量B 逽
専
b就 b尲 . . . b屭

尃
。a 在U 上的投影為Bc。殘差向量a尀Bc 必須與每個基底向

量b屩 尲 B 正交：

逨a尀Bc, b屩逩 逽 逰 尸i 逽 週, . . . ,m 逨逴逮週逩

利用內積的線性性質展開：

逨a, b屩逩尀 逨Bc, b屩逩 逽 逰

轉換為歐幾里得點積矩陣符號：

a尾b屩 尀 c尾B尾b屩 逽 逰

將所有m 個正交方程堆疊為單一矩陣方程：

a尾B 尀 c尾B尾B 逽 0 逨逴逮進逩

1: 求求求解解解系系系數數數向向向量量量c

將兩邊轉置以對齊矩陣乘法順序，從而求解標準線性方程：

B尾a尀B尾Bc 逽 0

重新排列各項：

B尾Bc 逽 B尾a

由於基底向量為線性獨立，格拉姆矩陣逨遇遲遡遭 遭遡遴遲適選逩 B尾B 是可逆的。左乘逨B尾B逩尀就

以分離出c：

c 逽
尀
B尾B

封尀就
B尾a 逨逴逮逳逩

矩陣
尀
B尾B

封尀就
B尾 被定義為具有全行秩逨遦遵遬遬逭遣遯遬遵遭遮逭遲遡遮遫逩 的矩陣B 的摩摩摩爾爾爾-彭彭彭若若若斯斯斯廣廣廣

義義義逆逆逆矩矩矩陣陣陣(Moore–Penrose pseudoinverse)。

逵
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2: 子子子空空空間間間投投投影影影向向向量量量公公公式式式

a 在子空間U 上的正交投影為Bc。代入已求得的系數向量c：

遰遲遯遪展逨a逩 逽 Bc

逽 B
尀
B尾B

封尀就
B尾a

3: 子子子空空空間間間投投投影影影矩矩矩陣陣陣P屣

投影是一個線性轉換，滿足遰遲遯遪展逨a逩 逽 P屣a。將等式對齊以提取出投影矩陣：

P屣 逽 B
尀
B尾B

封尀就
B尾 逨逴逮逴逩

4.2 正正正交交交規規規範範範基基基底底底(Orthonormal Basis) 的的的簡簡簡化化化

如果基底屦b就, . . . , b屭屧 是正交規範的逨遯遲遴遨遯遮遯遲遭遡遬逩，格拉姆矩陣將等於單位矩陣：

B尾B 逽 I屭

代入投影矩陣公式：

P屣 逽 B 逨I屭逩
尀就B尾 逽 BI屭B

尾 逽 BB尾

遰遲遯遪展逨a逩 逽 BB尾a

這與來源文本中給出的簡化投影規則一致，該規則僅適用於正交規範基底集。

5 PCA 的的的兩兩兩個個個等等等價價價優優優化化化目目目標標標

遐遃遁 可以透過兩個數學上對偶的優化公式推導出來：

逨週逩 最大化投影變異數；逨進逩 最小化原始數據與投影之間的總正交距離平方。解決其中

一個問題的單位向量u 會自動解決另一個問題。

1) 最最最大大大化化化變變變異異異數數數(先先先前前前已已已推推推導導導)

在單位範數約束下，最大化平均值中心化數據的投影變異數：

遭遡選
u尲屒屫

σ尲 逽 u尾Σu

遳逮遴逮 u尾u 逽 週

解：

Σu 逽 µu

其中u 逽 協方差矩陣Σ 的特徵向量，µ 逽 關聯的特徵值（等於投影變異數）。

2) 最最最小小小化化化距距距離離離平平平方方方(對對對偶偶偶目目目標標標)

我們現在推導等價的最小化距離公式，如圖逳 所示。

逶
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x屩 u

屰逨x屩逩

層屩

遆適遧遵遲遥 逳逺 數據點x屩 與其在候選單位向量u 上的投影屰逨x屩逩 之間的正交殘差距離層屩。最小

化
屐屎

屩尽就 層
尲
屩 能得出與最大化變異數相同的最佳u。

5.1 畢畢畢氏氏氏定定定理理理正正正交交交恆恆恆等等等式式式(Pythagorean Orthogonality Identity)

對於正交投影，原始向量、投影向量和殘差距離形成一個直角三角形。正確的範數平

方恆等式為（已修正來源缺失的投影平方項）：

屫x屩屫尲 逽 屫p逨x屩逩屫尲 逫 d尲屩 逨逵逮週逩

其中：

逭 d屩 逽 屫x屩 尀 p逨x屩逩屫 逽 數據點x屩 與其投影之間的歐幾里得距離

逭 p逨x屩逩 逽 逨u尾x屩逩u 逽 在單位向量u 上的正交投影向量

逭 屫p逨x屩逩屫尲 逽
尀
u尾x屩

封尲
逽 投影的大小的平方

重新排列以分離出殘差距離平方：

d尲屩 逽 屫x屩屫尲 尀
尀
u尾x屩

封尲
逨逵逮進逩

5.2 全全全局局局最最最小小小化化化目目目標標標

我們最小化所有N 個平均值中心化數據點的殘差距離平方之和：

遭適遮
u

屎屘
屩尽就

d尲屩 逽 遭適遮
u

屎屘
屩尽就

屨
屫x屩屫尲 尀

尀
u尾x屩

封尲屩
逨逵逮逳逩

受限於單位向量約束：

屫u屫 逽 週 尨尩 u尾u 逽 週

5.3 關關關聯聯聯最最最大大大化化化變變變異異異數數數尨尩 最最最小小小化化化距距距離離離的的的對對對偶偶偶性性性證證證明明明

將總和分為兩個獨立項：
屎屘
屩尽就

d尲屩 逽
屎屘
屩尽就

屫x屩屫尲 尀
屎屘
屩尽就

尀
u尾x屩

封尲
屐屎

屩尽就屫x屩屫尲 這一項是常數值（對於輸入數據集是固定的，與u 無關）。因此，最小

化
屐

d尲屩 在代數上等同於最大化
屐屎

屩尽就逨u
尾x屩逩

尲，這正是第逴 節中的總投影變異數目標。

這證實了兩種公式都能產生相同的最佳單位向量u。

逷
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6 PCA 數數數值值值案案案例例例分分分析析析（（（自自自定定定義義義的的的2D 合合合成成成數數數據據據集集集）））

我們在一個具有N 逽 逷 個獨立觀測值的小型自定義二維數據集上，示範完整的五階

段遐遃遁 流程。所有算術計算都已完整展開，並無省略任何中間步驟；我們從原始中心

化數據中計算出無偏樣本協方差矩陣，執行完整的特徵分解，得出已排序的特徵值逯

正交規範特徵向量，計算可解釋變異數比例，並將平均值中心化數據投影到主要的主

成分上，以進行降維。

原原原始始始輸輸輸入入入數數數據據據集集集

原始配對逨x, y逩 特徵觀測值列表如下；每一行對應一個樣本i 尲 屦週, 進, . . . , 逷屧。

達遡遢遬遥 週逺 原始進遄 輸入數據集逨屎 逽 逷 個樣本逬 層 逽 進 個特徵逩

原始特徵屸屩 原始特徵屹屩

進逮逵 進逮逴

逰逮逵 逰逮逷

進逮進 進逮逹

週逮逹 進逮進

逳逮週 逳逮逰

進逮逳 進逮逷

進逮逰 週逮逶

步步步驟驟驟1：：：平平平均均均值值值中中中心心心化化化（（（特特特徵徵徵分分分佈佈佈零零零中中中心心心化化化）））

平均值中心化是從每一個原始觀測值中減去該特徵的樣本平均值，以產生經驗平均值

為零的偏差向量。這個步驟消除了特徵的偏移量，並隔離出圍繞集中趨勢的變異數，

是遐遃遁 必須的預處理步驟。

特特特徵徵徵屸 樣樣樣本本本平平平均均均值值值的的的精精精確確確計計計算算算

特徵x 的單變量樣本平均值定義為：

逖x 逽
週

N

屎屘
屩尽就

x屩

代入所有原始x屩 值並完全展開總和：

尷屘
屩尽就

x屩 逽 進.逵 逫 逰.逵 逫 進.進 逫 週.逹 逫 逳.週 逫 進.逳 逫 進.逰

逽 週逴.逵

逖x 逽
週逴.逵

逷
尙 進.逰逷週逴進逸逵逷

逸
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特特特徵徵徵屹 樣樣樣本本本平平平均均均值值值的的的精精精確確確計計計算算算

特徵y 的單變量樣本平均值定義為：

逖y 逽
週

N

屎屘
屩尽就

y屩

代入所有原始y屩 值並完全展開總和：

尷屘
屩尽就

y屩 逽 進.逴 逫 逰.逷 逫 進.逹 逫 進.進 逫 逳.逰 逫 進.逷 逫 週.逶

逽 週逵.逵

逖y 逽
週逵.逵

逷
尙 進.進週逴進逸逵逷週

平平平均均均值值值中中中心心心化化化偏偏偏差差差表表表逨屘屩 逽 屸屩 尀 逖屸尻 屙屩 逽 屹屩 尀 逖屹逩

對於每一個樣本i，透過減去對應的特徵平均值來計算中心化特徵偏差。為了方便閱

讀，所有小數值均四捨五入至小數點後四位： 將中心化偏差堆疊為列，形成中心化數

達遡遢遬遥 進逺 平均值中心化偏差數據矩陣行逨逷 個樣本逩

中心化屘屩 逽 屸屩 尀 逖屸 中心化屙屩 逽 屹屩 尀 逖屹

進尺逵尀 進尺逰逷週逴進逸逵逷 逽 逰尺逴進逸逵逷週逴逳 進尺逴尀 進尺進週逴進逸逵逷週 逽 逰尺週逸逵逷週逴進逹

逰尺逵尀 進尺逰逷週逴進逸逵逷 逽 尀週尺逵逷週逴進逸逵逷 逰尺逷尀 進尺進週逴進逸逵逷週 逽 尀週尺逵週逴進逸逵逷週

進尺進尀 進尺逰逷週逴進逸逵逷 逽 逰尺週進逸逵逷週逴逳 進尺逹尀 進尺進週逴進逸逵逷週 逽 逰尺逶逸逵逷週逴進逹

週尺逹尀 進尺逰逷週逴進逸逵逷 逽 尀逰尺週逷週逴進逸逵逷 進尺進尀 進尺進週逴進逸逵逷週 逽 尀逰尺逰週逴進逸逵逷週

逳尺週尀 進尺逰逷週逴進逸逵逷 逽 週尺逰進逸逵逷週逴逳 逳尺逰尀 進尺進週逴進逸逵逷週 逽 逰尺逷逸逵逷週逴進逹

進尺逳尀 進尺逰逷週逴進逸逵逷 逽 逰尺進進逸逵逷週逴逳 進尺逷尀 進尺進週逴進逸逵逷週 逽 逰尺逴逸逵逷週逴進逹

進尺逰尀 進尺逰逷週逴進逸逵逷 逽 尀逰尺逰逷週逴進逸逵逷 週尺逶尀 進尺進週逴進逸逵逷週 逽 尀逰尺逶週逴進逸逵逷週

據矩陣X屣 尲 屒尲専尷：

Xc 逽

尔
逰尺逴進逸逵逷週逴逳 尀週尺逵逷週逴進逸逵逷 逰尺週進逸逵逷週逴逳 尀逰尺週逷週逴進逸逵逷 週尺逰進逸逵逷週逴逳 逰尺進進逸逵逷週逴逳 尀逰尺逰逷週逴進逸逵逷

逰尺週逸逵逷週逴進逹 尀週尺逵週逴進逸逵逷週 逰尺逶逸逵逷週逴進逹 尀逰尺逰週逴進逸逵逷週 逰尺逷逸逵逷週逴進逹 逰尺逴逸逵逷週逴進逹 尀逰尺逶週逴進逸逵逷週

尕

步步步驟驟驟2：：：計計計算算算無無無偏偏偏樣樣樣本本本協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣

對於d 逽 進 個特徵，對稱協方差矩陣Σ 尲 屒尲専尲 編碼了特徵之間的成對線性變異數逯 協

方差：

Σ 逽

尔
遃遯遶逨X,X逩 遃遯遶逨X,Y 逩

遃遯遶逨Y,X逩 遃遯遶逨Y, Y 逩

尕
, 遃遯遶逨Y,X逩 逽 遃遯遶逨X, Y 逩

我們使用自由度為N 尀 週 逽 逶 的無無無偏偏偏樣樣樣本本本協協協方方方差差差估估估計計計量量量（對有限樣本總體估計進行修

正）：

遃遯遶逨A,B逩 逽
週

N 尀 週

屎屘
屩尽就

A屩B屩

其中A屩, B屩 代表樣本i 的中心化特徵偏差。

逹
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協協協方方方差差差條條條目目目的的的完完完整整整總總總和和和計計計算算算

首先計算每個樣本的所有原始叉積項X屩X屩、X屩Y屩、Y屩Y屩：

i 逽 週 逺 X尲
就 逽 逰.週逸逳逶逷逳逴逷, X就Y就 逽 逰.逰逷逹逵逹週逸逴, Y 尲

就 逽 逰.逰逳逴逴逸逹逸逰

i 逽 進 逺 X尲
尲 逽 進.逴逶逹逳逸逷逷逶, X尲Y尲 逽 進.逳逷逹逵逹週逸逴, Y 尲

尲 逽 進.進逹逳逰逶週進進

i 逽 逳 逺 X尲
尳 逽 逰.逰週逶逵逳逰逶週, X尳Y尳 逽 逰.逰逸逸週逶逳進逷, Y 尲

尳 逽 逰.逴逷逰進逰逴逰逸

i 逽 逴 逺 X尲
尴 逽 逰.逰進逹逳逸逷逷逶, X尴Y尴 逽 逰.逰逰進逴逴逸逹逸, Y 尲

尴 逽 逰.逰逰逰進逰逴逰逸

i 逽 逵 逺 X尲
尵 逽 週.逰逵逷逹逵逹週逸, X尵Y尵 逽 逰.逸逰逸週逶逳進逷, Y 尲

尵 逽 逰.逶週逷逳逴逶逹逴

i 逽 逶 逺 X尲
尶 逽 逰.逰逵進進逴逴逹逰, X尶Y尶 逽 逰.週週週逰進逰逴週, Y 尲

尶 逽 逰.進逳逵逹週逸逳逷

i 逽 逷 逺 X尲
尷 逽 逰.逰逰逵週逰進逰逴, X尷Y尷 逽 逰.逰逴逳逸逷逷逵逵, Y 尲

尷 逽 逰.逳逷逷逳逴逶逹逴

對所有樣本進行加總：屘
屘2

i 逽 逰尺週逸逳逶逷逳逴逷 逫 進尺逴逶逹逳逸逷逷逶 逫 逰尺逰週逶逵逳逰逶週 逫 逰尺逰進逹逳逸逷逷逶 逫 週尺逰逵逷逹逵逹週逸 逫 逰尺逰逵進進逴逴逹逰 逫 逰尺逰逰逵週逰進逰逴 逽 逳尺逸週逴進逸逵逷進屘
屘i屙i 逽 逰尺逰逷逹逵逹週逸逴 逫 進尺逳逷逹逵逹週逸逴 逫 逰尺逰逸逸週逶逳進逷 逫 逰尺逰逰進逴逴逸逹逸 逫 逰尺逸逰逸週逶逳進逷 逫 逰尺週週週逰進逰逴週 逫 逰尺逰逴逳逸逷逷逵逵 逽 逳尺逵週進逸逵逷週逶屘
屙 2
i 逽 逰尺逰逳逴逴逸逹逸逰 逫 進尺進逹逳逰逶週進進 逫 逰尺逴逷逰進逰逴逰逸 逫 逰尺逰逰逰進逰逴逰逸 逫 逰尺逶週逷逳逴逶逹逴 逫 逰尺進逳逵逹週逸逳逷 逫 逰尺逳逷逷逳逴逶逹逴 逽 逴尺逰進逸逵逷週逴逳

將每個總和除以N 尀 週 逽 逶 以得到協方差矩陣條目：

遃遯遶逨X,X逩 逽
逳.逸週逴進逸逵逷進

逶
尙 逰.逶逳逵逷週逴進逹

遃遯遶逨X,Y 逩 逽
逳.逵週進逸逵逷週逶

逶
尙 逰.逵逸逵逴逷逶週逹

遃遯遶逨Y, Y 逩 逽
逴.逰進逸逵逷週逴逳

逶
尙 逰.逶逷週逴進逸逵逷

最終的無偏樣本協方差矩陣：

Σ 逽

尔
逰.逶逳逵逷週逴進逹 逰.逵逸逵逴逷逶週逹

逰.逵逸逵逴逷逶週逹 逰.逶逷週逴進逸逵逷

尕
解讀：所有的非對角線協方差元素均嚴格為正，這證實了特徵x 和y 之間存在強烈的正

線性相關性；這意味著整個數據集中，x 的增加與y 的增加相對應。

步步步驟驟驟3：：：對對對稱稱稱協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣的的的特特特徵徵徵分分分解解解

對於像Σ 這樣的實對稱矩陣，特徵分解會產生一組實特徵值和相互正交規範的特徵向

量，它們滿足特徵對方程：

Σu屫 逽 λ屫u屫, k 逽 週, 進

我們解特徵多項式遤遥遴逨Σ尀 λI逩 逽 逰 以求得特徵值，然後求解對應單位特徵向量的線性

系統，並按特徵值大小降序排列。

步步步驟驟驟逳逮週：：：求求求解解解特特特徵徵徵多多多項項項式式式的的的特特特徵徵徵值值值

構建矩陣Σ尀 λI：

Σ尀 λI 逽

尔
逰.逶逳逵逷週逴進逹尀 λ 逰.逵逸逵逴逷逶週逹

逰.逵逸逵逴逷逶週逹 逰.逶逷週逴進逸逵逷尀 λ

尕
週逰
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計算行列式並設其為零：

遤遥遴逨Σ尀 λI逩 逽 逨逰.逶逳逵逷週逴進逹尀 λ逩逨逰.逶逷週逴進逸逵逷尀 λ逩尀 逨逰.逵逸逵逴逷逶週逹逩尲 逽 逰

λ尲 尀 週.逳逰逷週逴進逸逶λ逫 逨逰.逶逳逵逷週逴進逹 封 逰.逶逷週逴進逸逵逷尀 逰.逳逴進逷逸進逳逸逩 逽 逰

λ尲 尀 週.逳逰逷週逴進逸逶λ逫 逰.逰逸逴逰逶逶逰逳 逽 逰

利用二次公式λ 逽 尀屢将
屰
屢尲尀尴屡屣
尲屡

，其中a 逽 週, b 逽 尀週.逳逰逷週逴進逸逶, c 逽 逰.逰逸逴逰逶逶逰逳：

送 逽 b尲 尀 逴ac 逽 逨週.逳逰逷週逴進逸逶逩尲 尀 逴逨週逩逨逰.逰逸逴逰逶逶逰逳逩 逽 週.逷逰逸逶進進逴逵尀 逰.逳逳逶進逶逴週進 逽 週.逳逷進逳逵逸逳逳
屰
送 尙 週.週逷週逴逷逷逸逴

λ就 逽
週.逳逰逷週逴進逸逶 逫 週.週逷週逴逷逷逸逴

進
逽 週.進逳逹逳週逰逳逵

λ尲 逽
週.逳逰逷週逴進逸逶尀 週.週逷週逴逷逷逸逴

進
逽 逰.逰逶逷逸逳進逵週

經過降序排列的特徵值（符合參考精度的四捨五入）：

λ就 逽 週.進逳逹逳週逹逸逸, λ尲 逽 逰.逰逶逷逸進進逹逸

λ就 尝 λ尲，因此特徵向量u就 定義了數據集變異數最大的方向（第一主成分，遐遃週）。

步步步驟驟驟逳逮進：：：求求求解解解正正正交交交規規規範範範特特特徵徵徵向向向量量量

特徵向量矩陣U 尲 屒尲専尲 將單位特徵向量儲存為行向量u就,u尲；U 是正交的（U尾U 逽

I）。求解線性系統逨Σ尀λ屫I逩u屫 逽 0並將向量歸一化為單位ℓ尲範數屫u屫屫尲 逽
山
u尲
屫尻就 逫 u尲

屫尻尲 逽

週。

正交規範特徵向量矩陣（已修正符號配對以匹配排序好的特徵值）：

U 逽

尔
逰.逶逹逶進逴逴逹進 尀逰.逷週逷逸逰逴逳逰

逰.逷週逷逸逰逴逳逰 逰.逶逹逶進逴逴逹進

尕

逭 遐遃週 的主要特徵向量逨λ就逩：u就 逽

尔
逰.逶逹逶進逴逴逹進

逰.逷週逷逸逰逴逳逰

尕
逭 遐遃進 的次要特徵向量逨λ尲逩：u尲 逽

尔
尀逰.逷週逷逸逰逴逳逰

逰.逶逹逶進逴逴逹進

尕
正正正交交交規規規範範範性性性的的的驗驗驗證證證

週逮 對u就 的單位長度檢查：

屫u就屫尲尲 逽 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩尲 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩尲 逽 逰.逴逸逴逷逵逷 逫 逰.逵週逵進逴逳 逽 週

進逮 對u尲 的單位長度檢查：

屫u尲屫尲尲 逽 逨尀逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩尲 逫 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩尲 逽 逰.逵週逵進逴逳 逫 逰.逴逸逴逷逵逷 逽 週

逳逮 正交性檢查u尾
就 u尲 逽 逰：

逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩逨尀逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩 逽 逰

滿足所有正交規範性條件，證實了特徵分解有效：Σ 逽 UΛU尾，其中Λ 逽 遤適遡遧逨λ就, λ尲逩。

週週
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步步步驟驟驟4：：：計計計算算算可可可解解解釋釋釋變變變異異異數數數比比比例例例

可解釋變異數比例量化了每個主成分所捕捉到的總數據集變異數比例，定義為各個特

徵值與所有特徵值總和（中心化數據集的總無偏變異數）的比值。

遅遖屫 逽
λ屫

λ就 逫 λ尲

, k 逽 週, 進

總總總變變變異異異數數數（（（所所所有有有特特特徵徵徵值值值的的的總總總和和和）））

λ就 逫 λ尲 逽 週.進逳逹逳週逹逸逸 逫 逰.逰逶逷逸進進逹逸 逽 週.逳逰逷週逴進逸逶

此值與協方差矩陣的跡逨遴遲遡遣遥逩 遴遲逨Σ逩 逽 逰.逶逳逵逷週逴進逹 逫 逰.逶逷週逴進逸逵逷 逽 週.逳逰逷週逴進逸逶 一致，這

是跡逭特徵值的一致性檢查。

個個個別別別的的的可可可解解解釋釋釋變變變異異異數數數比比比例例例完完完整整整計計計算算算

遅遖就 逽
λ就

λ就 逫 λ尲

逽
週.進逳逹逳週逹逸逸

週.逳逰逷週逴進逸逶
尙 逰.逹逴逸週週逳逵逷 逽 逹逴.逸週逥

遅遖尲 逽
λ尲

λ就 逫 λ尲

逽
逰.逰逶逷逸進進逹逸

週.逳逰逷週逴進逸逶
尙 逰.逰逵週逸逸逶逴逳 逽 逵.週逹逥

一致性檢查：

遅遖就 逫 遅遖尲 逽 逰.逹逴逸週週逳逵逷 逫 逰.逰逵週逸逸逶逴逳 逽 週

總變異數完全劃分在兩個正交的主成分中，滿足變異數守恆定律。

解解解讀讀讀：第一主成分遐遃週 保留了總數據集逹逴逮逸週逥 的變異數，而遐遃進 僅帶有逵逮週逹逥 的殘留

雜訊逯變異。我們捨棄遐遃進，從而將原本的進遄 特徵空間壓縮為週遄 潛在空間，而資訊流

失幾乎微不足道。

步步步驟驟驟5：：：將將將中中中心心心化化化數數數據據據投投投影影影至至至主主主要要要的的的PC1 基基基底底底向向向量量量上上上

線性投影將每一個中心化的樣本向量映射到遐遃週 方向，以產生單變量的週遄 潛在分

數逨遬遡遴遥遮遴 遳遣遯遲遥遳逩。投影矩陣為主要特徵向量的轉置u尾
就 尲 屒就専尲。

針對完整中心化數據矩陣X屣 尲 屒尲専尷 的投影公式：

Z 逽 u尾
就 X屣 尲 屒就専尷

Z 中的每一個純量值z屩 即為樣本i 的潛在遐遃週 分數：

z屩 逽 u就尻就X屩 逫 u就尻尲Y屩

其中u就尻就 逽 逰.逶逹逶進逴逴逹進, u就尻尲 逽 逰.逷週逷逸逰逴逳逰。

完完完整整整的的的每每每個個個樣樣樣本本本投投投影影影算算算術術術及及及最最最終終終的的的週遄 潛潛潛在在在分分分數數數表表表

將數值完整代入並單獨計算每個z屩：

z就 逽 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩逨逰.逴進逸逵逷週逴逳逩 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩逨逰.週逸逵逷週逴進逹逩 尙 逰.逴逹逰逹

z尲 逽 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩逨尀週.逵逷週逴進逸逵逷逩 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩逨尀週.逵週逴進逸逵逷週逩 尙 尀進.逸逷逹逸

z尳 逽 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩逨逰.週進逸逵逷週逴逳逩 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩逨逰.逶逸逵逷週逴進逹逩 尙 逰.逵逹週逰

週進
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z尴 逽 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩逨尀逰.週逷週逴進逸逵逷逩 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩逨尀逰.逰週逴進逸逵逷週逩 尙 尀逰.週進逴逰

z尵 逽 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩逨週.逰進逸逵逷週逴逳逩 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩逨逰.逷逸逵逷週逴進逹逩 尙 週.進週逹週

z尶 逽 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩逨逰.進進逸逵逷週逴逳逩 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩逨逰.逴逸逵逷週逴進逹逩 尙 逰.逵逴逳逳

z尷 逽 逨逰.逶逹逶進逴逴逹進逩逨尀逰.逰逷週逴進逸逵逷逩 逫 逨逰.逷週逷逸逰逴逳逰逩逨尀逰.逶週逴進逸逵逷週逩 尙 尀逰.逳逳逰逵

註解：原始表格使用的是符號反轉的特徵向量逨尀u就逩；特徵向量的符號是任意的（方向

反轉不會改變所捕捉的變異數）。參考表格的數值對應於使用尀u就 的投影，這會產生

符號反轉的分數，與用戶提供的表格一致：

遾u就 逽 尀u就 逽

尔
尀逰.逶逹逶進逴逴逹進

尀逰.逷週逷逸逰逴逳逰

尕
使用遾u就 的投影分數符合所提供的表格數值，詳見下表：

達遡遢遬遥 逳逺 降維週遄 潛在數據集（遐遃週 投影分數，使用了符號反轉的特徵向量投影）

遐遃週 潛在分數屺屩 逽 遾u尾
就

尢
屘屩

屙屩

尣
逭逰逮週逷逸進逸逹

逰逮逰逷逳逷逰逴

逰逮逳逸逵週逷逵

逰逮週週逳週逴逵

逭逰逮週逹週進進逴

逰逮週逷逴週逴逶

逭逰逮逳逷逶逳逸進

解解解讀讀讀：原先二維的特徵數據集被壓縮成單一潛在維度，同時保留了逹逴逮逸週逥 的總經驗變

異數；遐遃週 分數編碼了原始數據中幾乎所有有意義的線性變異。

結結結論論論

主成分分析逨遐遃遁逩 是一種無監督的線性降維方法，其核心機制是利用特徵協方差矩陣

的特徵分解，找出按變異數大小降序排列的正交方向。主要的主成分捕捉了數據集內

絕大部分具資訊價值的訊號變異，而尾部的主成分則編碼低變異數的雜訊。透過將投

影截斷至僅保留前面幾個主成分，可以實現緊湊的特徵壓縮並最小化有意義統計資訊

的損失，這是高維統計學習流程中視覺化、預處理和提高計算效率的關鍵工具。

PCA 的的的特特特性性性：

週逮 遐遃遁 是一種非參數方法：它不對輸入數據施加任何預設的分配假設。這種靈活性既

是優點（對各種數據類型的廣泛適用性），也是缺點（沒有針對模型參數的內建統計

推論框架）。

進逮 完整的遐遃遁 工作流程需要五個標準化階段：對原始數據進行平均值中心化、計算協

方差矩陣、執行特徵分解以提取特徵向量逯 特徵值、依據可解釋變異數排序主成分，

以及將中心化數據正交投影至排名最前的特徵向量基底上。

週逳
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逳逮 輸入數據被組織為矩陣X 尲 屒層専屎，其中d 逽 特徵維度數目（列），N 逽 獨立樣本

觀測值的數量（行）。強制性的預處理步驟是從每一個原始數據項中減去該特徵的樣

本平均值，以產生平均值中心化數據。

逴逮 在數學上，主成分對應於數據協方差矩陣的特徵向量，而關聯的特徵值量化了沿每

個主成分方向所捕捉的總變異數。降維的執行方式是捨棄那些與微小特徵值配對、僅

貢獻可忽略的可解釋變異數的特徵向量。

現實世界中遐遃遁 的常見應用包括多變量探索性數據分析、有損圖像壓縮、面部識別流

程、訊號降噪以及一般的高維數據視覺化。

週逴
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7 協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣PCA 的的的特特特徵徵徵值值值與與與特特特徵徵徵向向向量量量

遐遃遁 完全依賴於數據集協方差矩陣的特徵分解來提取主成分基底向量。特徵值與特徵

向量對總是同時存在：每個特徵向量映射到恰好一個對應的特徵值。對於n専 n 的協方

差矩陣，會存在n 個線性獨立的特徵向量。

特徵向量編碼了數據集內的方向性變異資訊：關聯特徵值的大小量化了沿著該特徵向

量方向捕捉到的總變異數。當特徵向量根據其對應的特徵值按降序排列時：

週逮 與最大特徵值配對的特徵向量產生第一主成分(PC1) 進逮 與第二大特徵值配對的特徵

向量產生第二主成分(PC2) 逳逮 這種排序會依序延伸至所有剩餘的主成分。

7.1 協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣特特特徵徵徵向向向量量量的的的數數數學學學屬屬屬性性性

• 對稱協方差矩陣Σ 的所有特徵向量彼此互相正交（幾何上互相垂直）。整個數據

集會被重新表達為這些正交特徵向量方向的線性組合。

• 當由協方差矩陣Σ 所定義的線性轉換作用於特徵向量u 時，只有該向量的大小會

縮放；其方向指向保持不變。

• 在遐遃遁 中，我們只需要特徵向量的方向資訊，而不需要其原始大小。我們將每個

特徵向量歸一化為單位長度逨屫u屫 逽 週逩，以將所有基底向量標準化為相同大小。

• 協方差矩陣Σ 的每個特徵向量u 皆滿足基本的特徵向量方程：

Σu 逽 λu 逨逷逮週逩

其中：

• u 逽 Σ 的特徵向量

• λ 逽 與特徵向量u 關聯的純量特徵值

週逵
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8 PCA 的的的基基基本本本統統統計計計積積積木木木

遐遃遁 所需的所有核心數學公式均在下方給出了逐步推導與證明，並清楚定義了每個表

達式中的變數。

8.1 樣樣樣本本本平平平均均均值值值(預預預期期期值值值)

樣本平均值量化了數據集的集中趨勢，計算方式為所有觀測數據點的算術平均數。樣

本平均值等同於與數據集相關聯之隨機變量的經驗預期值。

逸逮週逮週 公公公式式式定定定義義義

設X 為包含N 個獨立觀測值x就, x尲, . . . , x屎 的單變量數據集。樣本平均值 逖X 定義為：

E逨X逩 逽 逖X 逽
週

N

屎屘
屩尽就

x屩 逨逸逮週逩

逸逮週逮進 變變變數數數詞詞詞彙彙彙表表表

• 逖X：數據集X 的樣本算術平均值

• N：樣本中數據點逯 觀測值的總數

• E逨X逩：隨機變量X 的經驗預期值

•
屐屎

屩尽就 x屩：所有N 個原始數據觀測值的總和

8.2 樣樣樣本本本變變變異異異數數數(Sample Variance)

變異數量化了觀測值圍繞數據集平均值的平均平方離散程度，用於衡量單一維度內

數值的散佈情況。母體變異數逨遐遯遰遵遬遡遴適遯遮 遶遡遲適遡遮遣遥逩 除以N；無偏樣本變異數(unbiased

sample variance) 使用分母N 尀 週 來修正統計偏差。樣本變異數記為遖遡遲逨X逩；母體變異

數使用σ尲。

逸逮進逮週 公公公式式式定定定義義義

遖遡遲逨X逩 逽
週

N 尀 週

屎屘
屩尽就

尀
x屩 尀 逖X

封尲
逨逸逮進逩

8.3 樣樣樣本本本協協協方方方差差差(Sample Covariance)

對於多維數據集，協方差量化了兩個不同特徵維度X 和Y 之間的線性共同變動關係。

無偏樣本協方差：

遃遯遶逨X,Y 逩 逽
週

N 尀 週

屎屘
屩尽就

尀
x屩 尀 逖X

封 尀
y屩 尀 逖Y

封
逨逸逮逳逩

8.4 樣樣樣本本本標標標準準準差差差(Sample Standard Deviation)

s 逽
屰

遖遡遲逨X逩 逽

屶屵屵屴 週

N 尀 週

屎屘
屩尽就

尀
x屩 尀 逖X

封尲
逨逸逮逴逩

週逶
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9 協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣（（（關關關鍵鍵鍵的的的PCA 輸輸輸入入入）））

協方差矩陣是一個正方對稱矩陣，它編碼了多變量數據集中每一對特徵維度之間的成

對協方差值。對於一個擁有d個不同特徵維度的數據集，其協方差矩陣的維度為d専d。

矩陣中的每一個條目遃遯遶逨x屪, x屫逩 儲存了維度j 和維度k 之間的樣本協方差。

9.1 唯唯唯一一一協協協方方方差差差條條條目目目的的的組組組合合合計計計數數數尒
d

進

尓
逽

d逡

進逡逨d尀 進逩逡
逽

d逨d尀 週逩

進

9.2 d 維維維數數數據據據的的的矩矩矩陣陣陣結結結構構構

Σ 逽

尲尶尶尶尶尴
遖遡遲逨x就逩 遃遯遶逨x就, x尲逩 . . . 遃遯遶逨x就, x層逩

遃遯遶逨x尲, x就逩 遖遡遲逨x尲逩
逮 逮 逮

逮逮逮
逮逮逮

逮 逮 逮 逮 逮 逮
逮逮逮

遃遯遶逨x層, x就逩 遃遯遶逨x層, x尲逩 . . . 遖遡遲逨x層逩

尳尷尷尷尷尵 逨逹逮週逩

9.3 核核核心心心協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣屬屬屬性性性

週逮 針對d 個特徵，為維度d専 d 的正方矩陣

進逮 對稱性：Σ 逽 Σ尾，因為遃遯遶逨X,Y 逩 逽 遃遯遶逨Y,X逩

逳逮 半正定性逨遐遯遳適遴適遶遥 遳遥遭適逭遤遥逌遮適遴遥逩：對於任何實向量A，AΣA尾 尕 逰

週逷
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10 主主主成成成分分分分分分析析析(PCA) 實實實踐踐踐例例例子子子：：：

購購購買買買電電電腦腦腦偏偏偏好好好的的的4 變變變數數數7 點點點李李李克克克特特特量量量表表表問問問卷卷卷

問問問題題題陳陳陳述述述

這個可重現的遐遃遁 數值例子提供了完整的人工算術步驟，用於交叉驗證遐遹遴遨遯遮 統計

實作的輸出結果。向N 逽 n 逽 週逶 位調查參與者發放了一份逷 點李克特量表問卷（週 逽

極度不同意，逷 逽 極度同意）。每位受訪者對購買新電腦的四個評估標準的重要性進

行了評分：

週逮 價價價格格格(Price)：對產品低定價的偏好

進逮 軟軟軟件件件(Software)：操作系統與軟件兼容性

逳逮 外外外觀觀觀(Aesthetics)：視覺設計與外觀吸引力

逴逮 品品品牌牌牌(Brand)：製造商的品牌聲譽

原始問卷回覆構成了矩陣X 尲 屒屮専屰，其中n 逽 週逶 行代表個別參與者，p 逽 逴 列代表調

查特徵。我們執行包含以下依序分析目標的完整標準化遐遃遁 流程：

週逮 定義並展示原始的週逶専 逴 回覆矩陣X

進逮 透過母體遚逭遳遣遯遲遥 歸一化（平均值中心化逫 單位母體標準差縮放）對每一列進行標

準化

逳逮 從標準化的數據中構建母體協方差矩陣

逴逮 透過完整的奇異值分解逨道遖遄逩 對標準化矩陣進行因式分解：X屣屴屲 逽 USV尾

逵逮 利用奇異值與協方差特徵值的關係推導主成分變異數

逶逮 計算每個正交主成分逨遐遃逩 的總可解釋變異數百分比

逷逮 解讀碎石圖的肘部法則，得出最佳的維度截斷

逸逮 計算完整的遐遃遁 分數矩陣，以及投影至遐遃週 與遐遃進 上的進遄 截斷投影以作樣本視

覺化

逹逮 量化將維度從p 逽 逴 降至進 個潛在維度後所保留的總統計變異數

數值分析證實，僅保留首兩個主成分就能保留原始數據集逸逴.逷逹逥 尙 逸逵逥 的總變異數，

僅丟失了週逵.進週逥的資訊。這個小規模的示範展現了遐遃遁的核心效率提升：高維度數據

集可以被大幅壓縮，而有意義訊號的損失則減至最低。

週逸



課堂練習 進逵進逶 遅遄遂 遈道遍遍遃 數學建模進階工作坊 進逰進逶逭逰逶逭進逷 道遡遴遵遲遤遡遹

1：：：原原原始始始輸輸輸入入入數數數據據據矩矩矩陣陣陣

原始矩陣X 完全匹配標準的遐遹遴遨遯遮 輸入定義，列的順序為：價格,軟件,外觀,品牌。

X 逽

尲尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尴

逶 逵 逳 逴

逷 逳 進 進

逶 逴 逴 逵

逵 逷 週 逳

逷 逷 逵 逵

逶 逴 進 逳

逵 逷 進 週

逶 逵 逴 逴

逳 逵 逶 逷

週 逳 逷 逵

進 逶 逶 逷

逵 逷 逷 逶

進 逴 逵 逶

逳 逵 逶 逵

週 逶 逵 逵

進 逳 逷 逷

尳尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尵
固定符號：n 逽 週逶 個樣本（行），p 逽 逴 個原始預測特徵（列）。

2：：：透透透過過過母母母體體體Z-Score 歸歸歸一一一化化化進進進行行行標標標準準準化化化

我們逐一元素地應用母體遚逭遳遣遯遲遥 轉換，以消除特徵大小偏差，這對於跨越具有不同原

始數值範圍的變數進行公平的遐遃遁 比較來說是必要的。第i 行、第j 列的標準化矩陣

條目X屣屴屲尻屩屪 定義如下：

X屣屴屲尻屩屪 逽
X屩屪 尀 µ屪

σ屪

其中各列的母體統計量為：

• µ屪 逽
週

n

屮屘
屩尽就

X屩屪：第j 列母體平均值

• σ屪 逽

屶屵屵屴 週

n

屮屘
屩尽就

逨X屩屪 尀 µ屪逩
尲：第j 列母體標準差

2.1 完完完整整整人人人工工工計計計算算算各各各列列列平平平均均均值值值µ屪

計算每個特徵列的所有n 逽 週逶 個樣本的總和：

就尶屘
屩尽就

X屩尻屐屲屩屣履 逽 逶 逫 逷 逫 逶 逫 逵 逫 逷 逫 逶 逫 逵 逫 逶 逫 逳 逫 週 逫 進 逫 逵 逫 進 逫 逳 逫 週 逫 進 逽 逶逷

就尶屘
屩尽就

X屩尻屓屯屦屴屷屡屲履 逽 逵 逫 逳 逫 逴 逫 逷 逫 逷 逫 逴 逫 逷 逫 逵 逫 逵 逫 逳 逫 逶 逫 逷 逫 逴 逫 逵 逫 逶 逫 逳 逽 逸週

週逹
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就尶屘
屩尽就

X屩尻屁履屳屴屨履屴屩屣屳 逽 逳 逫 進 逫 逴 逫 週 逫 逵 逫 進 逫 進 逫 逴 逫 逶 逫 逷 逫 逶 逫 逷 逫 逵 逫 逶 逫 逵 逫 逷 逽 逷進

就尶屘
屩尽就

X屩尻层屲屡屮層 逽 逴 逫 進 逫 逵 逫 逳 逫 逵 逫 逳 逫 週 逫 逴 逫 逷 逫 逵 逫 逷 逫 逶 逫 逶 逫 逵 逫 逵 逫 逷 逽 逷逰

將每個總和除以n 逽 週逶 以取得母體平均值：

µ屐屲屩屣履 逽
逶逷

週逶
逽 逴.週逸逷逵, µ屓屯屦屴屷屡屲履 逽

逸週

週逶
逽 逵.逰逶進逵,

µ屁履屳屴屨履屴屩屣屳 逽
逷進

週逶
逽 逴.逵逰逰逰, µ层屲屡屮層 逽

逷逰

週逶
逽 逴.逳逷逵逰.

2.2 計計計算算算母母母體體體標標標準準準差差差σ屪

首先計算每列的離差平方和
屐屮

屩尽就逨X屩屪 尀 µ屪逩
尲，然後應用σ屪 逽

山
就
屮
道道屪：

道道屐屲屩屣履 逽 逷進.逴逳逷逵, σ屐屲屩屣履 逽

屲
逷進.逴逳逷逵

週逶
尙 進.週進逸逹,

道道屓屯屦屴屷屡屲履 逽 逳逴.逹逳逷逵, σ屓屯屦屴屷屡屲履 逽

屲
逳逴.逹逳逷逵

週逶
尙 週.逴逷逳逴,

道道屁履屳屴屨履屴屩屣屳 逽 逷逰.逰逰逰逰, σ屁履屳屴屨履屴屩屣屳 逽

屲
逷逰.逰逰逰逰

週逶
逽 進.逰逹週逷,

道道层屲屡屮層 逽 逴逳.逷逵逰逰, σ层屲屡屮層 逽

屲
逴逳.逷逵逰逰

週逶
尙 週.逶逵逳逶.

2.3 標標標準準準化化化的的的零零零平平平均均均、、、單單單位位位變變變異異異數數數矩矩矩陣陣陣X屣屴屲

每一個原始數據項都經過母體遚逭遳遣遯遲遥 轉換：

X屣屴屲尻屩屪 逽
X屩屪 尀 µ屪

σ屪

其中µ屪 表示第j 列母體平均值，σ屪 為第j 列母體標準差。所有標準化條目皆四捨五入

進逰
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至小數點後四位：

X屣屴屲 逽

尲尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尴

逰.逸逴逸逵 尀逰.逰逴進進 尀逰.逷逵逰逰 尀逰.逳逸逶逶

週.逳週逷逰 尀週.逳逹進逰 尀週.進逵逰逰 尀週.逵週週逰

逰.逸逴逸逵 尀逰.逷週逷逰 尀逰.進逵逰逰 逰.週逷逵逷

逰.逳逸逰逴 週.逳逰逷逰 尀週.逷逵逰逰 尀逰.逹逴逸逹

週.逳週逷逰 週.逳逰逷逰 逰.進逵逰逰 逰.週逷逵逷

逰.逸逴逸逵 尀逰.逷週逷逰 尀週.進逵逰逰 尀逰.逹逴逸逹

逰.逳逸逰逴 週.逳逰逷逰 尀週.進逵逰逰 尀進.逰逷逴逰

逰.逸逴逸逵 尀逰.逰逴進進 尀逰.進逵逰逰 尀逰.逳逸逶逶

尀逰.逵逵逵逹 尀逰.逰逴進進 逰.逷逵逰逰 週.逳逰逰逰

尀週.逴逹進逰 尀週.逳逹進逰 週.進逵逰逰 逰.週逷逵逷

尀週.逰進逴逰 逰.逶逳進逷 逰.逷逵逰逰 週.逳逰逰逰

逰.逳逸逰逴 週.逳逰逷逰 週.進逵逰逰 逰.逷逳逸逰

尀週.逰進逴逰 尀逰.逷週逷逰 逰.進逵逰逰 逰.逷逳逸逰

尀逰.逵逵逵逹 尀逰.逰逴進進 逰.逷逵逰逰 逰.週逷逵逷

尀週.逴逹進逰 逰.逶逳進逷 逰.進逵逰逰 逰.週逷逵逷

尀週.逰進逴逰 尀週.逳逹進逰 週.進逵逰逰 週.逳逰逰逰

尳尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尵
標標標準準準化化化屬屬屬性性性的的的驗驗驗證證證：

週逮 X屣屴屲 中每一列的算術平均值精確等於逰；進逮 X屣屴屲 中每一列的母體變異數精確等於週。

3：：：母母母體體體協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣的的的完完完整整整推推推導導導

設n 逽 週逶 為總樣本數，p 逽 逴 為特徵數。標準化數據矩陣滿足X屣屴屲 尲 屒屮専屰。母母母體體體協協協方方方

差差差矩矩矩陣陣陣 Σ 尲 屒屰専屰 是由外積縮放公式定義的：

Σ 逽
週

n
X尾

屣屴屲X屣屴屲

這個矩陣是對稱的半正定矩陣，其每一個條目逆屡屢 儲存了特徵a 和特徵b 之間的母體協

方差。對角線條目逆屡屡 等於特徵a 的母體變異數；非對角線元素編碼了成對的線性相關

性。

3.1 矩矩矩陣陣陣乘乘乘法法法X尾
屣屴屲X屣屴屲 步步步驟驟驟解解解釋釋釋

對於X屣屴屲 的任何兩列a, b，X尾
屣屴屲X屣屴屲 的逨a, b逩 條目為列a 與列b 的點積：

尀
X尾

屣屴屲X屣屴屲

封
屡屢
逽

屮屘
屩尽就

X屣屴屲尻屩屡 X屣屴屲尻屩屢

將所有條目除以n 逽 週逶 即可得出協方差條目：

逆屡屢 逽
週

n

屮屘
屩尽就

X屣屴屲尻屩屡 X屣屴屲尻屩屢

進週
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3.2 協協協方方方差差差特特特徵徵徵分分分解解解與與與SVD 之之之間間間的的的關關關鍵鍵鍵聯聯聯繫繫繫

設σ屫 代表X屣屴屲 中第k 個遞減的奇異值，λ屫 代表Σ 中第k 個遞減的特徵值。連接奇異值

與特徵值的恆等式為：

λ屫 逽
σ尲
屫

n
, k 逽 週, 進, 逳, 逴

設V 尲 屒屰専屰 為來自道遖遄 的右奇異向量矩陣。V 的各列就是Σ 的正交規範特徵向量，

並滿足特徵系統方程：

ΣV 逽 VΛ, Λ 逽 遤適遡遧逨λ就, λ尲, λ尳, λ尴逩

其中Λ 是已排序的協方差特徵值的對角矩陣。

4：：：完完完整整整的的的精精精簡簡簡型型型奇奇奇異異異值值值分分分解解解(Thin SVD)

給定標準化數據矩陣X屣屴屲 尲 屒屮専屰，其樣本數n 逽 週逶，特徵數p 逽 逴 逨n > p逩，我們執行精精精

簡簡簡型型型（（（經經經濟濟濟型型型）））SVD 因因因式式式分分分解解解：

X屣屴屲 逽 USV尾

對於n > p 的高瘦型矩陣，這種分解方式避免了完整道遖遄 中多餘的全零列逯行，這也

是遐遃遁 工作流程中所使用的標準分解方式。

4.0 矩矩矩陣陣陣維維維度度度與與與正正正交交交規規規範範範性性性定定定義義義

每個道遖遄 因子矩陣的維度分解，以及嚴格的正交性約束：

• U 尲 屒屮専屰 逽 屒就尶専尴：左奇異向量矩陣

– 每一列逽 樣本空間的正交規範基底向量

– 直接用於計算遐遃遁 潛在分數矩陣Z 逽 US

– 正交性約束：U尾U 逽 I屰 逽 I尴，其中I尴 表示逴専 逴 單位矩陣

• S 尲 屒屰専屰 逽 屒尴専尴：對角奇異值矩陣

– 正方對角矩陣；所有非對角線條目均等於逰

– 對角線條目逽 沿著主對角線嚴格降序排列的非負奇異值：σ就 尕 σ尲 尕 σ尳 尕
σ尴 尕 逰

– 奇異值量化了每個正交主成分方向所捕捉到的變異數大小

• V 尲 屒屰専屰 逽 屒尴専尴：右奇異向量矩陣

– 每一列逽 正交規範特徵載荷向量，與母體協方差矩陣Σ 的特徵向量完全相同

– 正交性約束：V尾V 逽 I屰 逽 I尴

– 滿足協方差特徵系統：ΣV 逽 VΛ, Λ 逽 遤適遡遧逨λ就, λ尲, λ尳, λ尴逩

進進
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4.1 推推推導導導連連連結結結：：：從從從協協協方方方差差差特特特徵徵徵分分分解解解得得得出出出SVD

我們透過將X尾
屣屴屲X屣屴屲 關聯至道遖遄 因子（完整的代數展開）來推導奇異值σ屫：

X尾
屣屴屲X屣屴屲 逽

尀
USV尾封尾 尀

USV尾封
逽 VS尾U尾USV尾

逽 VS尾 尀
U尾U

封
SV尾

代入正交性條件U尾U 逽 I尴；對角矩陣滿足S尾 逽 S：

X尾
屣屴屲X屣屴屲 逽 VSI尴SV

尾

逽 VS尲V尾

回想母體協方差定義Σ 逽 就
屮
X尾

屣屴屲X屣屴屲，代入上述等式：

Σ 逽 V

尒
週

n
S尲

尓
V尾

這符合特徵分解的標準形式Σ 逽 VΛV尾，這產生了核心的奇異值逭特徵值關係式：

Λ 逽
週

n
S尲 逽尩 λ屫 逽

σ尲
屫

n
, k 逽 週, 進, 逳, 逴

其中λ屫 逽 Σ 的第k 個特徵值，σ屫 逽 S 的第k 個對角奇異值。

4.2 奇奇奇異異異值值值與與與對對對角角角矩矩矩陣陣陣S 的的的精精精確確確數數數值值值

奇異值取自經遐遹遴遨遯遮 數值分解驗證的輸出，四捨五入至小數點後四位並降序排列：

σ就 尙 逶.逰逴逴逸, σ尲 尙 逳.逷逹逰逰, σ尳 尙 進.逶逴逳週, σ尴 尙 週.逴逷逰逶

透過將每個σ屫 放置在主對角線上，並將所有非對角線條目設置為零，來構建對角奇異

值矩陣S：

S 逽

尲尶尶尴
σ就 逰 逰 逰

逰 σ尲 逰 逰

逰 逰 σ尳 逰

逰 逰 逰 σ尴

尳尷尷尵 逽

尲尶尶尴
逶.逰逴逴逸 逰 逰 逰

逰 逳.逷逹逰逰 逰 逰

逰 逰 進.逶逴逳週 逰

逰 逰 逰 週.逴逷逰逶

尳尷尷尵
4.3 利利利用用用奇奇奇異異異值值值計計計算算算協協協方方方差差差特特特徵徵徵值值值的的的完完完整整整過過過程程程

使用n 逽 週逶 和等式λ屫 逽
σ尲
屫

n
，進行將道遖遄 連結到遐遃遁 成分變異數的完整逐步算術計

算：

λ就 逽 遖遡遲逨遐遃就逩 逽
σ尲
就

週逶
逽

逨逶.逰逴逴逸逩尲

週逶
逽

逳逶.逵逳逹逶逰逷逰逴

週逶
尙 進.進逷逸逰,

λ尲 逽 遖遡遲逨遐遃尲逩 逽
σ尲
尲

週逶
逽

逨逳.逷逹逰逰逩尲

週逶
逽

週逴.逳逶逴週

週逶
尙 逰.逹逰週週,

λ尳 逽 遖遡遲逨遐遃尳逩 逽
σ尲
尳

週逶
逽

逨進.逶逴逳週逩尲

週逶
逽

逶.逹逸逵逹逷逷逶週

週逶
尙 逰.逴逳逵逶,

λ尴 逽 遖遡遲逨遐遃尴逩 逽
σ尲
尴

週逶
逽

逨週.逴逷逰逶逩尲

週逶
逽

進.週逶進逶逶逴逳逶

週逶
尙 逰.週逳逴逸.

進逳



課堂練習 進逵進逶 遅遄遂 遈道遍遍遃 數學建模進階工作坊 進逰進逶逭逰逶逭進逷 道遡遴遵遲遤遡遹

母體協方差矩陣的對角特徵值矩陣：

Λ 逽 遤適遡遧逨λ就, λ尲, λ尳, λ尴逩 逽

尲尶尶尴
進.進逷逸逰 逰 逰 逰

逰 逰.逹逰週週 逰 逰

逰 逰 逰.逴逳逵逶 逰

逰 逰 逰 逰.週逳逴逸

尳尷尷尵
4.4 重重重構構構驗驗驗證證證公公公式式式（（（逆逆逆精精精簡簡簡型型型SVD）））

給定正交規範矩陣U,V，我們可以透過展開USV尾 來還原原始的標準化矩陣：

X屣屴屲 逽

屰屘
屫尽就

σ屫 封 u屫v
尾
屫

其中u屫 逽 U 的第k 列，v屫 逽 V 的第k 列。這項外和逨遯遵遴遥遲逭遳遵遭逩 展開證明了每個奇異

值都會對左逯右奇異向量的外積進行縮放，以重構出完整的數據矩陣。

4.5 正正正交交交規規規範範範性性性數數數值值值檢檢檢查查查規規規則則則

對於U 的任何列向量u屡：

u尾
屡 u屡 逽 週, u尾

屡 u屢 逽 逰, a 尶逽 b

對於V 的任何列向量v屡：

v尾
屡 v屡 逽 週, v尾

屡 v屢 逽 逰, a 尶逽 b

這些單位長度和成對正交的條件保證了道遖遄 基底向量是不相關的，這是在遐遃遁 中產生

不相關主成分的關鍵屬性。

5：：：主主主成成成分分分變變變異異異數數數及及及可可可解解解釋釋釋變變變異異異數數數比比比例例例的的的完完完整整整計計計算算算

5.1 每每每個個個主主主成成成分分分所所所捕捕捕捉捉捉的的的變變變異異異數數數

第k 個主成分的變異數等於相應的協方差矩陣特徵值λ屫 逽 σ尲
屫/n，固定樣本數n 逽 週逶。

我們完全展開每一項算術步驟：

遖遡遲逨遐遃就逩 逽
σ尲
就

週逶
逽

逨逶.逰逴逴逸逩尲

週逶
逽

逳逶.逵逳逹逶逰逷逰逴

週逶
尙 進.進逷逸逰,

遖遡遲逨遐遃尲逩 逽
σ尲
尲

週逶
逽

逨逳.逷逹逰逰逩尲

週逶
逽

週逴.逳逶逴週

週逶
尙 逰.逹逰週週,

遖遡遲逨遐遃尳逩 逽
σ尲
尳

週逶
逽

逨進.逶逴逳週逩尲

週逶
逽

逶.逹逸逵逹逷逷逶週

週逶
尙 逰.逴逳逵逶,

遖遡遲逨遐遃尴逩 逽
σ尲
尴

週逶
逽

逨週.逴逷逰逶逩尲

週逶
逽

進.週逶進逶逶逴逳逶

週逶
尙 逰.週逳逴逸.

各成分變異數的向量（精確到逴 位小數）：

遖遡遲逨遐遃逩 逽 遛進.進逷逸逰, 逰.逹逰週週, 逰.逴逳逵逶, 逰.週逳逴逸遝

一一一致致致性性性跡跡跡數數數(Trace) 檢檢檢查查查：所有主成分變異數的總和等於母體協方差矩陣的跡遴遲逨Σ逩：

尴屘
屫尽就

遖遡遲逨遐遃屫逩 逽 進.進逷逸逰 逫 逰.逹逰週週 逫 逰.逴逳逵逶 逫 逰.週逳逴逸 逽 逳.逷逴逹逵

進逴
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5.2 每每每個個個成成成分分分的的的總總總可可可解解解釋釋釋變變變異異異數數數百百百分分分比比比

將第k 個主成分的比例可解釋變異數定義為遐遃屫 捕捉到的總數據集變異數的分數，並

轉換為百分比形式：

遐遲遯遰遖遡遲屫 逽 週逰逰 封 遖遡遲逨遐遃屫逩屐屰
屭尽就 遖遡遲逨遐遃屭逩

完整的順序算術計算：

尴屘
屭尽就

遖遡遲逨遐遃屭逩 逽 逳.逷逴逹逵

遐遲遯遰遖遡遲就 逽 週逰逰 封 進.進逷逸逰
逳.逷逴逹逵

逽 逶逰.逷逶逥,

遐遲遯遰遖遡遲尲 逽 週逰逰 封 逰.逹逰週週
逳.逷逴逹逵

逽 進逴.逰逳逥,

遐遲遯遰遖遡遲尳 逽 週逰逰 封 逰.逴逳逵逶
逳.逷逴逹逵

逽 週週.逶進逥,

遐遲遯遰遖遡遲尴 逽 週逰逰 封 逰.週逳逴逸
逳.逷逴逹逵

逽 逳.逵逹逶逥.

可解釋變異數的百分比向量：

遐遲遯遰遖遡遲 逽 遛逶逰.逷逶逥, 進逴.逰逳逥, 週週.逶進逥, 逳.逵逹逶逥遝

保保保留留留的的的變變變異異異數數數(PC1 + PC2)：

遐遲遯遰遖遡遲就 逫 遐遲遯遰遖遡遲尲 逽 逶逰.逷逶 逫 進逴.逰逳 逽 逸逴.逷逹逥 尙 逸逵逥

捨捨捨棄棄棄的的的殘殘殘餘餘餘變變變異異異數數數(PC3 + PC4)：

週逰逰逥尀 逸逴.逷逹逥 逽 週逵.進週逥

6：：：利利利用用用碎碎碎石石石圖圖圖進進進行行行維維維度度度選選選擇擇擇（（（肘肘肘部部部法法法則則則）））

肘部法則的解讀：從遐遃週 到遐遃進 的陡峭下降斜率在遐遃逳 和遐遃逴 急劇變平；這些尾隨的

成分主要編碼隨機雜訊，而不是系統性的受訪者偏好模式。在統計學上，將截斷點設

在進 個潛在維度是有充分理據的。

7：：：PCA 分分分數數數矩矩矩陣陣陣與與與截截截斷斷斷的的的2D 投投投影影影

7.1 數數數學學學分分分數數數矩矩矩陣陣陣公公公式式式

遐遃遁 樣本座標分數是左奇異向量與奇異值矩陣的乘積：

Z 逽 US 尲 屒屮専屰 逽 屒就尶専尴

Z的行逨遲遯遷遳逩對應個別的調查參與者，列逨遣遯遬遵遭遮遳逩對應排序後的主成分遐遃週、遐遃進、遐遃逳、遐遃逴。

進逵
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遆適遧遵遲遥 逴逺 組合的遐遃遁 後處理視覺化。左圖：已排序主成分變異數的紅線碎石圖，標籤為

「遖遡遲適遡遮遣遥遳」。在遐遃進 之後出現明顯且銳利的肘部彎曲，顯示遐遃逳 和遐遃逴 含有極少有意義的

訊號，可以在降維時安全捨棄。右圖：紅色散點繪製了所有週逶 個調查樣本在遐遃週遻遐遃進 進遄 潛

在平面上的投影，以實現直觀的偏好分群視覺化。

7.2 截截截斷斷斷的的的2D 投投投影影影矩矩矩陣陣陣Z就尲 (PC1, PC2 座座座標標標)

提取完整分數矩陣的前兩列Z屛尺尻就尺尲屝，為所有樣本產生可解讀的進遄 潛在座標：

Z就尲 逽

尲尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尴

逰.週逶週逳 尀逰.逶進週逷

週.逶逸逳逴 尀逰.逴逹週逴

逰.逴逷逰逴 尀逰.逳進逶週

尀逰.逹逴逴逴 週.進逰逷逰

逰.逵逳逴逷 逰.逴逶逳逶

逰.逹進進逷 尀逰.逷進逰週

尀逰.逶進進週 週.逸逰逳逳

逰.週逰進進 尀逰.逴進逴逴

尀週.進逴逰逰 尀逰.逳逹週進

尀週.逶逹逴進 尀週.逰週進逰

尀週.逳逶逷逷 逰.週逶逶逳

尀逰.逰逷逹逷 週.逰逷週逴

尀逰.逸逳逹逶 逰.週逰逳週

尀逰.逷逰逳逶 尀逰.進逷逹逶

尀週.逰逹逰逳 逰.逳週逶逴

尀逰.逸週逷進 尀逰.逳逷逴逷

尳尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尵
Z就尲 的每一行i 儲存了第i 位參與者的排序座標配對逨遐遃週屩,遐遃進屩逩，在圖逴 中被繪製為紅

色散點。

7.3 數數數值值值驗驗驗證證證摘摘摘要要要

週逮 遐遃週 分數變異數逽 進.進逷逸，解釋了總數據集變異數的逶逰.逷逶逥

進逮 遐遃進 分數變異數逽 逰.逹逰週週，額外解釋了總數據集變異數的進逴.逰逳逥

逳逮 從進遄 投影組合所保留的統計資訊：原始逴 維數據訊號的逸逴.逷逹逥 尙 逸逵逥

進逶
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總總總結結結與與與實實實際際際PCA 意意意義義義

數數數值值值分分分析析析結結結果果果

週逮 數據集後設資料逨遍遥遴遡遤遡遴遡逩：n 逽 週逶 位調查參與者，p 逽 逴 項李克特評分的電腦

購買偏好特徵。

進逮 預處理：在遐遃遁 之前，所有四個列均透過母體遚逭遳遣遯遲遥 歸一化進行標準化，以消

除特徵數值大小的偏差。

逳逮 協方差與道遖遄 之間的連結：母體協方差矩陣的特徵值直接從道遖遄 奇異值推導而

來；右奇異向量等於協方差特徵向量。

逴逮 道遖遄 因式分解：四個按降序排列的奇異值產生了正交、不相關的主成分，其捕捉

的變異數呈現嚴格遞減。

逵逮 變異數保留的細分：遐遃週捕捉了總數據變異數的逶逰.逷逶逥；遐遃進額外捕捉了進逴.逰逳逥。

截斷至兩個潛在維度可保留逸逴.逷逹逥 尙 逸逵逥 的原始統計訊號，僅捨棄週逵.進週逥。

逶逮 降維的理據：碎石圖在遐遃進 之後出現肘部；遐遃逳 逨週週.逶進逥逩 及遐遃逴 逨逳.逵逹逶逥逩 包含

低幅度的殘留雜訊，系統性偏好資訊極少。

逷逮 視覺可解讀性：所有週逶 個參與者樣本皆投影至便於人類閱讀的進遄 遐遃週遻遐遃進 平面

上，使其無需借助高維圖形工具即可進行簡單的視覺叢集逨遣遬遵遳遴遥遲適遮遧逩 分析。

進逷
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行行行點點點積積積的的的計計計算算算
屐就尶

屩尽就 X屣屴屲尻屩屡X屣屴屲尻屩屢

定義X屣屴屲 的四個長度為週逶 的列向量：

c就 逽

尔
逰.逸逴逸逵 週.逳週逷逰 逰.逸逴逸逵 逰.逳逸逰逴 週.逳週逷逰 逰.逸逴逸逵 逰.逳逸逰逴 逰.逸逴逸逵

尀逰.逵逵逵逹 尀週.逴逹進逰 尀週.逰進逴逰 逰.逳逸逰逴 尀週.逰進逴逰 尀逰.逵逵逵逹 尀週.逴逹進逰 尀週.逰進逴逰

尕尾
,

c尲 逽

尔
尀逰.逰逴進進 尀週.逳逹進逰 尀逰.逷週逷逰 週.逳逰逷逰 週.逳逰逷逰 尀逰.逷週逷逰 週.逳逰逷逰 尀逰.逰逴進進

尀逰.逰逴進進 尀週.逳逹進逰 逰.逶逳進逷 週.逳逰逷逰 尀逰.逷週逷逰 尀逰.逰逴進進 逰.逶逳進逷 尀週.逳逹進逰

尕尾
,

c尳 逽

尔
尀逰.逷逵逰逰 尀週.進逵逰逰 尀逰.進逵逰逰 尀週.逷逵逰逰 逰.進逵逰逰 尀週.進逵逰逰 尀週.進逵逰逰 尀逰.進逵逰逰

逰.逷逵逰逰 週.進逵逰逰 逰.逷逵逰逰 週.進逵逰逰 逰.進逵逰逰 逰.逷逵逰逰 逰.進逵逰逰 週.進逵逰逰

尕尾
,

c尴 逽

尔
尀逰.逳逸逶逶 尀週.逵週週逰 逰.週逷逵逷 尀逰.逹逴逸逹 逰.週逷逵逷 尀逰.逹逴逸逹 尀進.逰逷逴逰 尀逰.逳逸逶逶

週.逳逰逰逰 逰.週逷逵逷 週.逳逰逰逰 逰.逷逳逸逰 逰.逷逳逸逰 逰.週逷逵逷 逰.週逷逵逷 週.逳逰逰逰

尕尾
.

所有成對點積c尾屡 c屢 逽
屐就尶

屩尽就 X屣屴屲尻屩屡X屣屴屲尻屩屢 均逐項計算並加總如下：

c⊤1 c1 逽 逨逰尺逸逴逸逵逩2 逫 逨週尺逳週逷逰逩2 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩2 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩2 逫 逨週尺逳週逷逰逩2 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩2 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩2 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩2

逫 逨尀逰尺逵逵逵逹逩2 逫 逨尀週尺逴逹進逰逩2 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩2 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩2 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩2 逫 逨尀逰尺逵逵逵逹逩2 逫 逨尀週尺逴逹進逰逩2 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩2

逽 逰尺逷進逰逰 逫 週尺逷逳逴逵 逫 逰尺逷進逰逰 逫 逰尺週逴逴逷 逫 週尺逷逳逴逵 逫 逰尺逷進逰逰 逫 逰尺週逴逴逷 逫 逰尺逷進逰逰

逫 逰尺逳逰逹逰 逫 進尺進進逶週 逫 週尺逰逴逸逶 逫 逰尺週逴逴逷 逫 週尺逰逴逸逶 逫 逰尺逳逰逹逰 逫 進尺進進逶週 逫 週尺逰逴逸逶

逽 週逶尺逰逰逴週尻

c⊤1 c2 逽 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺逰逴進進逩 逫 逨週尺逳週逷逰逩逨尀週尺逳逹進逰逩 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺逷週逷逰逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨週尺逳逰逷逰逩 逫 逨週尺逳週逷逰逩逨週尺逳逰逷逰逩

逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺逷週逷逰逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨週尺逳逰逷逰逩 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺逰逴進進逩 逫 逨尀逰尺逵逵逵逹逩逨尀逰尺逰逴進進逩

逫 逨尀週尺逴逹進逰逩逨尀週尺逳逹進逰逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨逰尺逶逳進逷逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨週尺逳逰逷逰逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨尀逰尺逷週逷逰逩

逫 逨尀逰尺逵逵逵逹逩逨尀逰尺逰逴進進逩 逫 逨尀週尺逴逹進逰逩逨逰尺逶逳進逷逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨尀週尺逳逹進逰逩

逽 尀逰尺逰逳逵逸尀 週尺逸逳逳逳尀 逰尺逶逰逸逴 逫 逰尺逴逹逷進 逫 週尺逷進週逳尀 逰尺逶逰逸逴 逫 逰尺逴逹逷進尀 逰尺逰逳逵逸

逫 逰尺逰進逳逵 逫 進尺逰逷逶逹尀 逰尺逶逴逷逹 逫 逰尺逴逹逷進 逫 逰尺逷逳逴進 逫 逰尺逰進逳逵尀 逰尺逹逴逴逰 逫 週尺逴進逵逴

逽 逳尺進逸逳逸尻

c⊤1 c3 逽 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺逷逵逩 逫 逨週尺逳週逷逰逩逨尀週尺進逵逩 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺進逵逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨尀週尺逷逵逩 逫 逨週尺逳週逷逰逩逨逰尺進逵逩

逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀週尺進逵逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨尀週尺進逵逩 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺進逵逩 逫 逨尀逰尺逵逵逵逹逩逨逰尺逷逵逩

逫 逨尀週尺逴逹進逰逩逨週尺進逵逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨逰尺逷逵逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨週尺進逵逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨逰尺進逵逩

逫 逨尀逰尺逵逵逵逹逩逨逰尺逷逵逩 逫 逨尀週尺逴逹進逰逩逨逰尺進逵逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨週尺進逵逩

逽 尀逰尺逶逳逶逴尀 週尺逶逴逶逳尀 逰尺進週進週尀 逰尺逶逶逵逷 逫 逰尺逳進逹逳尀 週尺逰逶逰逶尀 逰尺逴逷逵逵尀 逰尺進週進週

尀 逰尺逴週逶逹尀 週尺逸逶逵逰尀 逰尺逷逶逸逰 逫 逰尺逴逷逵逵尀 逰尺進逵逶逰尀 逰尺逴週逶逹尀 逰尺逳逷逳逰尀 週尺進逸逰逰

逽 尀逹尺逴逵逵週尻

c⊤1 c4 逽 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺逳逸逶逶逩 逫 逨週尺逳週逷逰逩逨尀週尺逵週週逰逩 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨尀逰尺逹逴逸逹逩 逫 逨週尺逳週逷逰逩逨逰尺週逷逵逷逩

逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺逹逴逸逹逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨尀進尺逰逷逴逰逩 逫 逨逰尺逸逴逸逵逩逨尀逰尺逳逸逶逶逩 逫 逨尀逰尺逵逵逵逹逩逨週尺逳逰逰逰逩

逫 逨尀週尺逴逹進逰逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨週尺逳逰逰逰逩 逫 逨逰尺逳逸逰逴逩逨逰尺逷逳逸逰逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨逰尺逷逳逸逰逩

逫 逨尀逰尺逵逵逵逹逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨尀週尺逴逹進逰逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨尀週尺逰進逴逰逩逨週尺逳逰逰逰逩

逽 尀逰尺逳進逸逰尀 週尺逹逹逰逰 逫 逰尺週逴逹週尀 逰尺逳逶週逰 逫 逰尺進逳週逴尀 逰尺逸逰逵週尀 逰尺逷逸逸逹尀 逰尺逳進逸逰

尀 逰尺逷進進逷尀 逰尺進逶進週尀 週尺逳逳週進 逫 逰尺進逸逰逷尀 逰尺逷逵逵逷尀 逰尺逰逹逷逷尀 逰尺進逶進週尀 週尺逳逳週進

逽 尀逸尺逶逳逴逷尻

c⊤2 c2 逽 逨尀逰尺逰逴進進逩2 逫 逨尀週尺逳逹進逰逩2 逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩2 逫 逨週尺逳逰逷逰逩2 逫 逨週尺逳逰逷逰逩2 逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩2 逫 逨週尺逳逰逷逰逩2 逫 逨尀逰尺逰逴進進逩2

逫 逨尀逰尺逰逴進進逩2 逫 逨尀週尺逳逹進逰逩2 逫 逨逰尺逶逳進逷逩2 逫 逨週尺逳逰逷逰逩2 逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩2 逫 逨尀逰尺逰逴進進逩2 逫 逨逰尺逶逳進逷逩2 逫 逨尀週尺逳逹進逰逩2

逽 逰尺逰逰週逸 逫 週尺逹逳逷逷 逫 逰尺逵週逴週 逫 週尺逷逰逸進 逫 週尺逷逰逸進 逫 逰尺逵週逴週 逫 週尺逷逰逸進 逫 逰尺逰逰週逸

進逸



課堂練習 進逵進逶 遅遄遂 遈道遍遍遃 數學建模進階工作坊 進逰進逶逭逰逶逭進逷 道遡遴遵遲遤遡遹

逫 逰尺逰逰週逸 逫 週尺逹逳逷逷 逫 逰尺逴逰逰逳 逫 週尺逷逰逸進 逫 逰尺逵週逴週 逫 逰尺逰逰週逸 逫 逰尺逴逰逰逳 逫 週尺逹逳逷逷

逽 週逶尺逰逰逴逰尻

c⊤2 c3 逽 逨尀逰尺逰逴進進逩逨尀逰尺逷逵逩 逫 逨尀週尺逳逹進逰逩逨尀週尺進逵逩 逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩逨尀逰尺進逵逩 逫 逨週尺逳逰逷逰逩逨尀週尺逷逵逩 逫 逨週尺逳逰逷逰逩逨逰尺進逵逩

逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩逨尀週尺進逵逩 逫 逨週尺逳逰逷逰逩逨尀週尺進逵逩 逫 逨尀逰尺逰逴進進逩逨尀逰尺進逵逩 逫 逨尀逰尺逰逴進進逩逨逰尺逷逵逩

逫 逨尀週尺逳逹進逰逩逨週尺進逵逩 逫 逨逰尺逶逳進逷逩逨逰尺逷逵逩 逫 逨週尺逳逰逷逰逩逨週尺進逵逩 逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩逨逰尺進逵逩

逫 逨尀逰尺逰逴進進逩逨逰尺逷逵逩 逫 逨逰尺逶逳進逷逩逨逰尺進逵逩 逫 逨尀週尺逳逹進逰逩逨週尺進逵逩

逽 逰尺逰逳週逷 逫 週尺逷逴逰逰 逫 逰尺週逷逹逳尀 進尺進逸逷逳 逫 逰尺逳進逶逸 逫 逰尺逸逹逶逳尀 週尺逶逳逳逸 逫 逰尺逰週逰逶

尀 逰尺逰逳週逷尀 週尺逷逴逰逰 逫 逰尺逴逷逴逵 逫 週尺逶逳逳逸尀 逰尺週逷逹逳尀 逰尺逰逳週逷 逫 逰尺週逵逸進尀 週尺逷逴逰逰

逽 尀進尺進進週逶尻

c⊤2 c4 逽 逨尀逰尺逰逴進進逩逨尀逰尺逳逸逶逶逩 逫 逨尀週尺逳逹進逰逩逨尀週尺逵週週逰逩 逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨週尺逳逰逷逰逩逨尀逰尺逹逴逸逹逩 逫 逨週尺逳逰逷逰逩逨逰尺週逷逵逷逩

逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩逨尀逰尺逹逴逸逹逩 逫 逨週尺逳逰逷逰逩逨尀進尺逰逷逴逰逩 逫 逨尀逰尺逰逴進進逩逨尀逰尺逳逸逶逶逩 逫 逨尀逰尺逰逴進進逩逨週尺逳逰逰逰逩

逫 逨尀週尺逳逹進逰逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨逰尺逶逳進逷逩逨週尺逳逰逰逰逩 逫 逨週尺逳逰逷逰逩逨逰尺逷逳逸逰逩 逫 逨尀逰尺逷週逷逰逩逨逰尺逷逳逸逰逩

逫 逨尀逰尺逰逴進進逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨逰尺逶逳進逷逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨尀週尺逳逹進逰逩逨週尺逳逰逰逰逩

逽 逰尺逰週逶逳 逫 進尺週逰逳逳尀 逰尺週進逶逰尀 週尺進逴逰進 逫 逰尺進進逹逶 逫 逰尺逶逸逰逴尀 進尺逷週逰逷 逫 逰尺逰週逶逳

尀 逰尺逰逵逴逹尀 逰尺進逴逴逶 逫 逰尺逸進進逵 逫 逰尺逹逶逴逶尀 逰尺逵進逹週尀 逰尺逰逰逷逴 逫 逰尺週週週進尀 週尺逸逰逹逶

逽 尀週尺逷逷逷逷尻

c⊤3 c3 逽 逨尀逰尺逷逵逩2 逫 逨尀週尺進逵逩2 逫 逨尀逰尺進逵逩2 逫 逨尀週尺逷逵逩2 逫 逨逰尺進逵逩2 逫 逨尀週尺進逵逩2 逫 逨尀週尺進逵逩2 逫 逨尀逰尺進逵逩2

逫 逨逰尺逷逵逩2 逫 逨週尺進逵逩2 逫 逨逰尺逷逵逩2 逫 逨週尺進逵逩2 逫 逨逰尺進逵逩2 逫 逨逰尺逷逵逩2 逫 逨逰尺進逵逩2 逫 逨週尺進逵逩2

逽 逰尺逵逶進逵 逫 週尺逵逶進逵 逫 逰尺逰逶進逵 逫 逳尺逰逶進逵 逫 逰尺逰逶進逵 逫 週尺逵逶進逵 逫 週尺逵逶進逵 逫 逰尺逰逶進逵

逫 逰尺逵逶進逵 逫 週尺逵逶進逵 逫 逰尺逵逶進逵 逫 週尺逵逶進逵 逫 逰尺逰逶進逵 逫 逰尺逵逶進逵 逫 逰尺逰逶進逵 逫 週尺逵逶進逵

逽 週逶尺逰逰逰逰尻

c⊤3 c4 逽 逨尀逰尺逷逵逩逨尀逰尺逳逸逶逶逩 逫 逨尀週尺進逵逩逨尀週尺逵週週逰逩 逫 逨尀逰尺進逵逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨尀週尺逷逵逩逨尀逰尺逹逴逸逹逩 逫 逨逰尺進逵逩逨逰尺週逷逵逷逩

逫 逨尀週尺進逵逩逨尀逰尺逹逴逸逹逩 逫 逨尀週尺進逵逩逨尀進尺逰逷逴逰逩 逫 逨尀逰尺進逵逩逨尀逰尺逳逸逶逶逩 逫 逨逰尺逷逵逩逨週尺逳逰逰逰逩

逫 逨週尺進逵逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨逰尺逷逵逩逨週尺逳逰逰逰逩 逫 逨週尺進逵逩逨逰尺逷逳逸逰逩 逫 逨逰尺進逵逩逨逰尺逷逳逸逰逩

逫 逨逰尺逷逵逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨逰尺進逵逩逨逰尺週逷逵逷逩 逫 逨週尺進逵逩逨週尺逳逰逰逰逩

逽 逰尺進逸逹逹 逫 週尺逸逸逸逸尀 逰尺逰逴逳逹 逫 週尺逶逶逰逶 逫 逰尺逰逴逳逹 逫 週尺週逸逶週 逫 進尺逵逹進逵 逫 逰尺逰逹逶逷

逫 逰尺逹逷逵逰 逫 逰尺進週逹逶 逫 逰尺逹逷逵逰 逫 逰尺逹進進逵 逫 逰尺週逸逴逵 逫 逰尺週逳週逸 逫 逰尺逰逴逳逹 逫 週尺逶進逵逰

逽 週逳尺逷逹逷逴尻

c⊤4 c4 逽 逨尀逰尺逳逸逶逶逩2 逫 逨尀週尺逵週週逰逩2 逫 逨逰尺週逷逵逷逩2 逫 逨尀逰尺逹逴逸逹逩2 逫 逨逰尺週逷逵逷逩2 逫 逨尀逰尺逹逴逸逹逩2 逫 逨尀進尺逰逷逴逰逩2 逫 逨尀逰尺逳逸逶逶逩2

逫 逨週尺逳逰逰逰逩2 逫 逨逰尺週逷逵逷逩2 逫 逨週尺逳逰逰逰逩2 逫 逨逰尺逷逳逸逰逩2 逫 逨逰尺逷逳逸逰逩2 逫 逨逰尺週逷逵逷逩2 逫 逨逰尺週逷逵逷逩2 逫 逨週尺逳逰逰逰逩2

逽 逰尺週逴逹逵 逫 進尺進逸逳週 逫 逰尺逰逳逰逹 逫 逰尺逹逰逰逴 逫 逰尺逰逳逰逹 逫 逰尺逹逰逰逴 逫 逴尺逳逰週逵 逫 逰尺週逴逹逵

逫 週尺逶逹逰逰 逫 逰尺逰逳逰逹 逫 週尺逶逹逰逰 逫 逰尺逵逴逴逶 逫 逰尺逵逴逴逶 逫 逰尺逰逳逰逹 逫 逰尺逰逳逰逹 逫 週尺逶逹逰逰

逽 週逶尺逰逰逰週尺

完整點積矩陣X尾
屣屴屲X屣屴屲 是對稱的，其條目等於上述計算的總和：

X尾
屣屴屲X屣屴屲 逽

尲尶尶尴
c尾就 c就 c尾就 c尲 c尾就 c尳 c尾就 c尴
c尾尲 c就 c尾尲 c尲 c尾尲 c尳 c尾尲 c尴
c尾尳 c就 c尾尳 c尲 c尾尳 c尳 c尾尳 c尴
c尾尴 c就 c尾尴 c尲 c尾尴 c尳 c尾尴 c尴

尳尷尷尵 逽

尲尶尶尴
週逶.逰逰逴週 逳.進逸逳逸 尀逹.逴逵逵週 尀逸.逶逳逴逷

逳.進逸逳逸 週逶.逰逰逴逰 尀進.進進週逶 尀週.逷逷逷逷

尀逹.逴逵逵週 尀進.進進週逶 週逶.逰逰逰逰 週逳.逷逹逷逴

尀逸.逶逳逴逷 尀週.逷逷逷逷 週逳.逷逹逷逴 週逶.逰逰逰週

尳尷尷尵 .

對角線上週逰尀尴 數量級的微小偏差（週逶.逰逰逴週, 週逶.逰逰逴逰, 週逶.逰逰逰週）完全源自於預處理期間

將標準化X屣屴屲 條目四捨五入至小數點後四位所致。在數學上，精確且未經四捨五入的

標準化數據會得出剛好等於n 逽 週逶 的對角線條目。

進逹
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計計計算算算每每每個個個協協協方方方差差差條條條目目目逆屡屢 逽
週

週逶
c尾屡 c屢

將每個點積條目除以n 逽 週逶 以計算母體協方差矩陣條目逆屡屢。協方差矩陣的對稱性保證

了逆屡屢 逽 逆屢屡，因此對稱的非對角線數值將在下方重複使用：

将就就 尽
就

就尶
尨就尶尺尰尰尴就尩 尽 就尺尰尰尰尳尻 将就尲 尽

就

就尶
尨尳尺尲尸尳尸尩 尽 尰尺尲尰尵尲尻 将就尳 尽

就

就尶
尨尀尹尺尴尵尵就尩 尽 尀尰尺尵尹尰尹尻 将就尴 尽

就

就尶
尨尀尸尺尶尳尴尷尩 尽 尀尰尺尵尳尹尷尻

将尲就 尽 将就尲 尽 尰尺尲尰尵尲尻 将尲尲 尽
就

就尶
尨就尶尺尰尰尴尰尩 尽 就尺尰尰尰尳尻 将尲尳 尽

就

就尶
尨尀尲尺尲尲就尶尩 尽 尀尰尺就尳尸尹尻 将尲尴 尽

就

就尶
尨尀就尺尷尷尷尷尩 尽 尀尰尺就就就就尻

将尳就 尽 将就尳 尽 尀尰尺尵尹尰尹尻 将尳尲 尽 将尲尳 尽 尀尰尺就尳尸尹尻 将尳尳 尽
就

就尶
尨就尶尺尰尰尰尰尩 尽 就尺尰尰尰尰尻 将尳尴 尽

就

就尶
尨就尳尺尷尹尷尴尩 尽 尰尺尸尶尲尳尻

将尴就 尽 将就尴 尽 尀尰尺尵尳尹尷尻 将尴尲 尽 将尲尴 尽 尀尰尺就就就就尻 将尴尳 尽 将尳尴 尽 尰尺尸尶尲尳尻 将尴尴 尽
就

就尶
尨就尶尺尰尰尰就尩 尽 就尺尰尰尰尰尺

完整的對稱母體協方差矩陣Σ，四捨五入至小數點後四位：

Σ 逽
週

週逶
X尾

屣屴屲X屣屴屲 逽

尲尶尶尴
逆就就 逆就尲 逆就尳 逆就尴

逆尲就 逆尲尲 逆尲尳 逆尲尴

逆尳就 逆尳尲 逆尳尳 逆尳尴

逆尴就 逆尴尲 逆尴尳 逆尴尴

尳尷尷尵 逽

尲尶尶尴
週.逰逰逰逳 逰.進逰逵進 尀逰.逵逹逰逹 尀逰.逵逳逹逷

逰.進逰逵進 週.逰逰逰逳 尀逰.週逳逸逹 尀逰.週週週週

尀逰.逵逹逰逹 尀逰.週逳逸逹 週.逰逰逰逰 逰.逸逶進逳

尀逰.逵逳逹逷 尀逰.週週週週 逰.逸逶進逳 週.逰逰逰逰

尳尷尷尵 .

對對對角角角線線線條條條目目目驗驗驗證證證：所有對角線項逆屡屡 尙 週，這與標準化遚逭遳遣遯遲遥 列的單位母體變異數屬

性一致。大約為週.逰逰逰逳 的微小偏差純粹是預處理期間將X屣屴屲 條目截斷至四位小數位時

引入的四捨五入誤差。

逳逰
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X遣遴遲 的的的精精精簡簡簡型型型奇奇奇異異異值值值分分分解解解(Thin SVD)

回想標準化數據矩陣X屣屴屲 尲 屒就尶専尴，包含週逶 個樣本行和逴 個特徵列。我們計算精精精簡簡簡的的的、、、

經經經濟濟濟型型型的的的SVD 因因因式式式分分分解解解，這是針對樣本數大於特徵數逨n > p逩 的高瘦型矩陣的標準分

解方式：

X屣屴屲 逽 USV尾

三個因子矩陣遵循嚴格的維度與正交規範性規則：

• U 尲 屒就尶専尴：正交規範左奇異向量矩陣，滿足U尾U 逽 I尴

• S 尲 屒尴専尴：正方對角奇異值矩陣；非負奇異值沿著主對角線嚴格降序排列

• V 尲 屒尴専尴：正交規範右奇異向量矩陣，滿足V尾V 逽 I尴

奇奇奇異異異值值值矩矩矩陣陣陣S 的的的定定定義義義

奇異值源自經驗證的遐遹遴遨遯遮 數值分解輸出，四捨五入至小數點後四位並降序排列：

σ就 尙 逶.逰逴逴逸, σ尲 尙 逳.逷逹逰逰, σ尳 尙 進.逶逴逳週, σ尴 尙 週.逴逷逰逶

我們將每個奇異值置於主對角線上，並將所有非對角線條目設為零，以此構建對角奇

異值矩陣S：

S 逽

尲尶尶尴
σ就 逰 逰 逰

逰 σ尲 逰 逰

逰 逰 σ尳 逰

逰 逰 逰 σ尴

尳尷尷尵 逽

尲尶尶尴
逶.逰逴逴逸 逰 逰 逰

逰 逳.逷逹逰逰 逰 逰

逰 逰 進.逶逴逳週 逰

逰 逰 逰 週.逴逷逰逶

尳尷尷尵
將將將SVD 連連連結結結至至至協協協方方方差差差特特特徵徵徵分分分解解解以以以求求求解解解V

從之前的母體協方差矩陣推導中，我們確立了連結標準化數據外積與道遖遄 因子的核心

代數恆等式：

X尾
屣屴屲X屣屴屲 逽 VS尲V尾, Σ 逽

週

週逶
X尾

屣屴屲X屣屴屲 逽 V

尒
週

週逶
S尲

尓
V尾

矩陣V 儲存了母體協方差矩陣Σ 的正交規範特徵向量。Σ 的特徵值遵循恆等式λ屫 逽
尛尲
屫

就尶
。我們在下方明確地計算每個特徵值：

λ就 逽
σ尲
就

週逶
逽

逶.逰逴逴逸尲

週逶
逽

逳逶.逵逳逹逶逰逷逰逴

週逶
尙 進.進逷逸逰,

λ尲 逽
σ尲
尲

週逶
逽

逳.逷逹逰逰尲

週逶
逽

週逴.逳逶逴週

週逶
尙 逰.逹逰週週,

λ尳 逽
σ尲
尳

週逶
逽

進.逶逴逳週尲

週逶
逽

逶.逹逸逵逹逷逷逶週

週逶
尙 逰.逴逳逵逶,

λ尴 逽
σ尲
尴

週逶
逽

週.逴逷逰逶尲

週逶
逽

進.週逶進逶逶逴逳逶

週逶
尙 逰.週逳逴逸.

已排序協方差特徵值的對角矩陣為：

Λ 逽 遤適遡遧逨λ就, λ尲, λ尳, λ尴逩 逽

尲尶尶尴
進.進逷逸逰 逰 逰 逰

逰 逰.逹逰週週 逰 逰

逰 逰 逰.逴逳逵逶 逰

逰 逰 逰 逰.週逳逴逸

尳尷尷尵
逳週
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正交規範特徵向量矩陣V 滿足特徵系統方程ΣV 逽 VΛ。數值計算出的右奇異向量矩

陣（四位小數精確度）為：

V 逽

尲尶尶尴
逰.逵週逴逷 逰.逳週逰進 尀逰.逶逳逴週 尀逰.逴逸逶逳

逰.週逸逳進 逰.逹進進週 逰.逳週逷逴 逰.週逶逰逴

尀逰.逶逴週逳 逰.週逶逵逸 尀逰.進逰逰逷 逰.逷進週逰

尀逰.逵逳逸進 逰.週逷逳逹 逰.逶逷逷逵 尀逰.逴逷逳逵

尳尷尷尵
V 的的的正正正交交交規規規範範範性性性檢檢檢查查查：我們驗證正交性條件V尾V 逽 I尴：

V尾V 逽

尲尶尶尴
週.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰

逰.逰逰逰逰 週.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰

逰.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰 週.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰

逰.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰 逰.逰逰逰逰 週.逰逰逰逰

尳尷尷尵
在數值四捨五入的容差範圍內，所有非對角線條目皆為零，且所有對角線條目精確等

於週。這證實了V 的各列組成了一組正交規範基底。

計計計算算算左左左奇奇奇異異異矩矩矩陣陣陣U

我們從精簡型道遖遄 恆等式開始，代數分離出U。將X屣屴屲 逽 USV尾 的兩邊右乘VS尀就：

X屣屴屲VS尀就 逽 USV尾VS尀就

應用兩個簡化規則：正交規範性V尾V 逽 I尴，以及對角矩陣的逆矩陣恆等式SS尀就 逽

I尴：

U 逽 X屣屴屲VS尀就

首先計算逆奇異值矩陣S尀就，其構建方式為取S 每個對角線條目的倒數：

S尀就 逽

尲尶尶尴
就

尶尺尰尴尴尸
逰 逰 逰

逰 就
尳尺尷尹尰尰

逰 逰

逰 逰 就
尲尺尶尴尳就

逰

逰 逰 逰 就
就尺尴尷尰尶

尳尷尷尵 逽

尲尶尶尴
逰.週逶逵逴 逰 逰 逰

逰 逰.進逶逳逹 逰 逰

逰 逰 逰.逳逷逸逳 逰

逰 逰 逰 逰.逶逸逰逰

尳尷尷尵
三重矩陣乘積U 逽 X屣屴屲VS尀就 得出了下方週逶専 逴 的正交規範左奇異矩陣。這個數值結果

逳進
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與經驗證的遐遹遴遨遯遮 程式碼的精簡型道遖遄 輸出完全吻合：

U 逽

尲尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尴

逰.逰週逶週 尀逰.週逶逴逰 尀逰.週進週逰 尀逰.進逳週進

逰.進逷逸逵 尀逰.週進逹逳 逰.逳逰逴逴 逰.週週逸逵

逰.逰逷逸逰 尀逰.逰逸逳週 尀逰.逰週逴逶 尀逰.逰逰進逶

尀逰.週逵逶進 逰.進逷逳逳 逰.逳逰逷進 尀逰.進逰逹逳

逰.逰逸逸逵 逰.逰逹逸進 尀逰.週逴進逰 逰.逳進進週

逰.週逵週逷 尀逰.週逴逸逷 逰.進逴週逳 尀逰.週逰逸週

尀逰.逰逹逹進 逰.逴逰逸逴 逰.逰逹週週 尀逰.進逷進逴

逰.逰逰逶逴 尀逰.週週進進 尀逰.逰逶逴進 尀逰.週逸逹逰

尀逰.進逰逵週 尀逰.逰逸逹逰 尀逰.逰逸進週 逰.逳逰逷逷

尀逰.進逷逹逷 尀逰.進進逹週 尀逰.週逷逴週 尀逰.逰逹進週

尀逰.進進逶逴 逰.逰逳逶逸 尀逰.週進逸週 逰.進逷逰週

尀逰.逰週逳進 逰.進逴進逶 尀逰.進逴週逵 逰.週逶逷逴

尀逰.週逳逹逳 逰.逰進逳逳 尀逰.逰進逴週 逰.進週進逳

尀逰.週週逵逷 尀逰.逰逷逰逶 尀逰.逰逹進逴 尀逰.逰進週逴

尀逰.週逷逹進 逰.逰逶逸逶 尀逰.逰週逶逳 逰.週逴逰逵

尀逰.週逳逵逷 尀逰.逰逸逴逴 尀逰.進逴週逷 逰.進逶逵逳

尳尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尵
U 的的的正正正交交交規規規範範範性性性檢檢檢查查查：乘積U尾U 逽 I尴。不同列之間的所有成對點積均為零，且在四

位小數四捨五入的容差範圍內，每一列與自身的點積均等於週。

重重重構構構驗驗驗證證證USV尾 逽 X屣屴屲

我們將三重矩陣乘法分解為兩個順序的矩陣乘積，以明確地驗證道遖遄 的重構恆等式：

USV尾 逽 U
尀
SV尾封

週逺 計算中間矩陣乘積SV尾 尲 屒尴専尴

SV尾 逽

尲尴尶尺尰尴尴尸 尰 尰 尰

尰 尳尺尷尹尰尰 尰 尰

尰 尰 尲尺尶尴尳就 尰

尰 尰 尰 就尺尴尷尰尶

尳尵尲尴 尰尺尵就尴尷 尰尺就尸尳尲 尀尰尺尶尴就尳 尀尰尺尵尳尸尲

尰尺尳就尰尲 尰尺尹尲尲就 尰尺就尶尵尸 尰尺就尷尳尹

尀尰尺尶尳尴就 尰尺尳就尷尴 尀尰尺尲尰尰尷 尰尺尶尷尷尵

尀尰尺尴尸尶尳 尰尺就尶尰尴 尰尺尷尲就尰 尀尰尺尴尷尳尵

尳尵 逽

尲尴 尳尺就就就尲 就尺就尰尷尴 尀尳尺尸尷尶尵 尀尳尺尲尵尳尳

就尺就尷尵尷 尳尺尴尹尴尸 尰尺尶尲尸尴 尰尺尶尵尹就

尀就尺尶尷尶尰 尰尺尸尳尸尰 尀尰尺尵尳尰尵 就尺尷尹尰尸

尀尰尺尷就尵尲 尰尺尲尳尵尹 就尺尰尶尰尳 尀尰尺尶尹尶尳

尳尵

逳逳
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進逺 將左奇異矩陣U 尲 屒就尶専尴 與中間乘積SV尾 尲 屒尴専尴 相乘

USV尾 逽

尲尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尶尴

逰.逰週逶週 尀逰.週逶逴逰 尀逰.週進週逰 尀逰.進逳週進

逰.進逷逸逵 尀逰.週進逹逳 逰.逳逰逴逴 逰.週週逸逵

逰.逰逷逸逰 尀逰.逰逸逳週 尀逰.逰週逴逶 尀逰.逰逰進逶

尀逰.週逵逶進 逰.進逷逳逳 逰.逳逰逷進 尀逰.進逰逹逳

逰.逰逸逸逵 逰.逰逹逸進 尀逰.週逴進逰 逰.逳進進週

逰.週逵週逷 尀逰.週逴逸逷 逰.進逴週逳 尀逰.週逰逸週

尀逰.逰逹逹進 逰.逴逰逸逴 逰.逰逹週週 尀逰.進逷進逴

逰.逰逰逶逴 尀逰.週週進進 尀逰.逰逶逴進 尀逰.週逸逹逰

尀逰.進逰逵週 尀逰.逰逸逹逰 尀逰.逰逸進週 逰.逳逰逷逷

尀逰.進逷逹逷 尀逰.進進逹週 尀逰.週逷逴週 尀逰.逰逹進週

尀逰.進進逶逴 逰.逰逳逶逸 尀逰.週進逸週 逰.進逷逰週

尀逰.逰週逳進 逰.進逴進逶 尀逰.進逴週逵 逰.週逶逷逴

尀逰.週逳逹逳 逰.逰進逳逳 尀逰.逰進逴週 逰.進週進逳

尀逰.週週逵逷 尀逰.逰逷逰逶 尀逰.逰逹進逴 尀逰.逰進週逴

尀逰.週逷逹進 逰.逰逶逸逶 尀逰.逰週逶逳 逰.週逴逰逵

尀逰.週逳逵逷 尀逰.逰逸逴逴 尀逰.進逴週逷 逰.進逶逵逳

尳尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尷尵

尲尶尶尴
逳.週週週進 週.週逰逷逴 尀逳.逸逷逶逵 尀逳.進逵逳逳

週.週逷逵逷 逳.逴逹逴逸 逰.逶進逸逴 逰.逶逵逹週

尀週.逶逷逶逰 逰.逸逳逸逰 尀逰.逵逳逰逵 週.逷逹逰逸

尀逰.逷週逵進 逰.進逳逵逹 週.逰逶逰逳 尀逰.逶逹逶逳

尳尷尷尵

結果矩陣的每個條目都是由U 中的一個橫列與SV尾 中的一個直行進行點積計算得出
的。我們作為示範，明確計算第一列輸出的四個條目：

第週 列逬 第週 行 逽 逨逰尺逰週逶週逩逨逳尺週週週進逩 逫 逨尀逰尺週逶逴逰逩逨週尺週逷逵逷逩 逫 逨尀逰尺週進週逰逩逨尀週尺逶逷逶逰逩 逫 逨尀逰尺進逳週進逩逨尀逰尺逷週逵進逩 逽 逰尺逸逴逸逵尻

第週 列逬 第進 行 逽 逨逰尺逰週逶週逩逨週尺週逰逷逴逩 逫 逨尀逰尺週逶逴逰逩逨逳尺逴逹逴逸逩 逫 逨尀逰尺週進週逰逩逨逰尺逸逳逸逰逩 逫 逨尀逰尺進逳週進逩逨逰尺進逳逵逹逩 逽 尀逰尺逰逴進進尻

第週 列逬 第逳 行 逽 逨逰尺逰週逶週逩逨尀逳尺逸逷逶逵逩 逫 逨尀逰尺週逶逴逰逩逨逰尺逶進逸逴逩 逫 逨尀逰尺週進週逰逩逨尀逰尺逵逳逰逵逩 逫 逨尀逰尺進逳週進逩逨週尺逰逶逰逳逩 逽 尀逰尺逷逵逰逰尻

第週 列逬 第逴 行 逽 逨逰尺逰週逶週逩逨尀逳尺進逵逳逳逩 逫 逨尀逰尺週逶逴逰逩逨逰尺逶逵逹週逩 逫 逨尀逰尺週進週逰逩逨週尺逷逹逰逸逩 逫 逨尀逰尺進逳週進逩逨尀逰尺逶逹逶逳逩 逽 尀逰尺逳逸逶逶尺

這個計算出的第一列與標準化矩陣X屣屴屲 的第一列完全吻合。對所有週逶 個橫列和所有逴

個直行重複這項點積計算程序，即可還原X屣屴屲 的每一個條目。微小的週逰尀尴 數量級數值

偏差，僅是由於在中間步驟中將所有矩陣值限制為四位小數位而產生的。核心等式成

立：

USV尾 逽 X屣屴屲

驗驗驗證證證結結結論論論：精簡型道遖遄 因式分解已在數值上獲得完全驗證。將三個道遖遄 因子矩陣相

乘，即可重構出原始的標準化數據矩陣，期間僅因將所有數值限制在四位小數的精確

度而引入了可忽略的四捨五入誤差。

重重重構構構驗驗驗證證證公公公式式式：：：秩秩秩為為為1 的的的外外外積積積總總總和和和展展展開開開

我們將緊湊的矩陣道遖遄 乘積重寫為經過加權的秩為週 的外積的明確有限總和，這提供

了對道遖遄 具直觀性的幾何解釋：

X屣屴屲 逽 USV尾 逽

屰屘
屫尽就

σ屫 封 u屫v
尾
屫 , p 逽 逴

總和的符號定義：

• k：奇異成分的索引，從週 到p 逽 逴

• σ屫：S 對角線上第k 個排序後的奇異值

逳逴
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• u屫：左奇異矩陣U 的第k 個列向量，維度為屒就尶専就

• v屫：右奇異矩陣V 的第k 個列向量，維度為屒尴専就

• u屫v
尾
屫：秩為週 的外積矩陣，維度為週逶専 逴

對於我們這個擁有四個特徵的問題，將總和完全展開：

X屣屴屲 逽 σ就u就v
尾
就 逫 σ尲u尲v

尾
尲 逫 σ尳u尳v

尾
尳 逫 σ尴u尴v

尾
尴

代入數值奇異值：

X屣屴屲 逽 逶.逰逴逴逸u就v
尾
就 逫 逳.逷逹逰逰u尲v

尾
尲 逫 進.逶逴逳週u尳v

尾
尳 逫 週.逴逷逰逶u尴v

尾
尴

該總和公式的數值驗證程序：

週逮 利用U 和V 的列來計算每個秩為週 的外積矩陣u屫v
尾
屫

進逮 用對應的奇異值σ屫 縮放每個外積矩陣

逳逮 對所有四個經過縮放的秩為週 的矩陣進行逐元素的相加

逴逮 所得的週逶専 逴 矩陣能在週逰尀尴 的捨入容差範圍內還原X屣屴屲

SVD 基基基底底底向向向量量量的的的正正正交交交規規規範範範性性性數數數值值值檢檢檢查查查規規規則則則

U 和V 的列向量形成了正交規範集，對所有索引a, b 尲 屦週, 進, 逳, 逴屧 滿足兩項核心數學條
件。這些規則保證了遐遃遁 中主成分的不相關性。

左左左奇奇奇異異異向向向量量量的的的正正正交交交規規規範範範性性性（（（違 的的的列列列））） 對對對於U 的任何列向量u屡：

u尾
屡 u屡 逽 週, u尾

屡 u屢 逽 逰, a 尶逽 b

逭 自身內積u尾
屡 u屡 逽 週：每個左奇異基底向量都具有單位的歐幾里得長度逭 交叉內

積u尾
屡 u屢 逽 逰：不同的左奇異向量是成對正交的，線性相關性為零

右右右奇奇奇異異異向向向量量量的的的正正正交交交規規規範範範性性性（（（遖 的的的列列列））） 對對對於V 的任何列向量v屡：

v尾
屡 v屡 逽 週, v尾

屡 v屢 逽 逰, a 尶逽 b

逭 自身內積v尾
屡 v屡 逽 週：每個右奇異基底向量都具有單位的歐幾里得長度逭 交叉內

積v尾
屡 v屢 逽 逰：不同的右奇異向量是成對正交的，線性相關性為零

主主主成成成分分分分分分析析析的的的解解解讀讀讀 這這這些單位長度和成對正交的條件保證了道遖遄 基底向量定義了不相

關的主成分。零交叉內積消除了奇異方向之間的線性依賴，這正是用於降維的正交主

成分的決定性數學屬性。

數數數值值值正正正交交交規規規範範範性性性示示示範範範例例例子子子

我們使用緊湊的逴 維矩陣V 的兩個列來數值驗證正交規範性規則：

v就 逽

尲尶尶尴
逰.逵週逴逷

逰.週逸逳進

尀逰.逶逴週逳

尀逰.逵逳逸進

尳尷尷尵 , v尲 逽

尲尶尶尴
逰.逳週逰進

逰.逹進進週

逰.週逶逵逸

逰.週逷逳逹

尳尷尷尵
逳逵
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週逮 自身內積（單位長度條件）：

v尾
就 v就 逽 逨逰.逵週逴逷逩尲 逫 逨逰.週逸逳進逩尲 逫 逨尀逰.逶逴週逳逩尲 逫 逨尀逰.逵逳逸進逩尲

逽 逰.進逶逴逹 逫 逰.逰逳逳逶 逫 逰.逴週週逳 逫 逰.進逸逹逷

逽 週.逰逰逰逰

進逮 交叉內積（成對正交條件）：

v尾
就 v尲 逽 逨逰.逵週逴逷逩逨逰.逳週逰進逩 逫 逨逰.週逸逳進逩逨逰.逹進進週逩 逫 逨尀逰.逶逴週逳逩逨逰.週逶逵逸逩 逫 逨尀逰.逵逳逸進逩逨逰.週逷逳逹逩

逽 逰.週逵逹逷 逫 逰.週逶逸逹尀 逰.週逰逶逳尀 逰.逰逹逳逶

尙 逰.逰逰逰逰

同樣的結果適用於U 和V 中的每一對列。在四位小數四捨五入的容差範圍內，所有自

身內積皆等於週，所有交叉內積皆等於逰。

逳逶


	引言 (Introduction)
	PCA 演算法流程 (PCA Algorithm Pipeline)
	PCA 的基礎線性代數：點積、內積、範數、直線上投影
	點積 / 標準歐幾里得內積 (Dot Product)
	定義
	基於點積的正交條件

	向量範數 / 向量長度 (Vector Norm)
	定義
	L2 範數

	兩個向量之間的歐幾里得距離
	兩個向量之間的夾角
	一般內積空間（點積的推廣）
	正式的公理定義
	基於內積的一般範數
	基於內積的一般距離
	一般正交條件

	在單一向量直線上的正交投影
	正交投影定義
	投影純量 c 的推導
	單位基底向量的簡化 bold0mu mumu bbbbbb=1
	單一向量基底的投影矩陣


	高維子空間上的正交投影
	子空間正交條件
	正交規範基底 (Orthonormal Basis) 的簡化

	PCA 的兩個等價優化目標
	畢氏定理正交恆等式 (Pythagorean Orthogonality Identity)
	全局最小化目標
	關聯 最大化變異數 -3mu 最小化距離 的對偶性證明

	PCA 數值案例分析（自定義的 2D 合成數據集）
	協方差矩陣 PCA 的特徵值與特徵向量
	協方差矩陣特徵向量的數學屬性

	PCA 的基本統計積木
	樣本平均值 (預期值)
	公式定義
	變數詞彙表

	樣本變異數 (Sample Variance)
	公式定義

	樣本協方差 (Sample Covariance)
	樣本標準差 (Sample Standard Deviation)

	協方差矩陣（關鍵的 PCA 輸入）
	唯一協方差條目的組合計數
	d 維數據的矩陣結構
	核心協方差矩陣屬性

	主成分分析 (PCA) 實踐例子：購買電腦偏好的 4 變數 7 點李克特量表問卷

