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1 排排排列列列與與與組組組合合合

兩種核心計數技術是排列和組合。排排排列列列計數的是選擇順序重要的橤橩橳橴橩橮橣橴 安排數目。

1.1 說說說明明明示示示例例例：：：從從從5 張張張牌牌牌中中中有有有序序序選選選擇擇擇3 張張張

我們有五張標記為樱, 樲, 樳, 樴, 樵 的橤橩橳橴橩橮橣橴 牌。我們選擇三張牌，且選擇的順序樯次序很重

要。

樵専 樴専 樳 樽 樶樰

樱○ 樲○ 樳○
（樵 張牌中選樱 張） （剩餘樴 張中選樱 張） （剩餘樳 張中選樱 張）

1.2 逐逐逐步步步邏邏邏輯輯輯推推推理理理：：：

我們將三張選中的牌放入有序位置 樱○、 樲○、 樳○：

樱樮 位置 樱○：有樵 個可用數字：樱, 樲, 樳, 樴, 樵（共樵 個選擇）。

樲樮 位置 樲○：位置 樱○ 已用一張牌，剩餘樴 張未用牌（共樴 個選擇）。

樳樮 位置 樳○：位置 樱○ 和 樲○ 已用兩張牌，僅剩樳 張未用牌（共樳 個選擇）。

由計數乘法原理，將每個位置的選擇數相乘：

總有序結果數 樽 樵専 樴専 樳 樽 60

1.3 一一一般般般排排排列列列定定定義義義與與與公公公式式式

從n 個橤橩橳橴橩橮橣橴 物品中選擇k 個橤橩橳橴橩橮橣橴 物品且保留順序時，此計數稱為排列，記

作nPk。

基本乘積形式（有限降序乘積）：

屮P屫 樽 n 樨n尀 樱権 樨n尀 樲権 封 封 封 樨n尀 k 樫 樱権, 對於k 尔 n

1.4 階階階乘乘乘特特特殊殊殊情情情況況況（（（k 樽 n）））：：：

若我們選擇所有n 個物品（k 樽 n）：

屮P屮 樽 n 樨n尀 樱権 樨n尀 樲権 封 封 封 樲 封 樱

此乘積定義為n 的階階階乘乘乘，寫作n模（讀作「n 階乘」）。

樱
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1.5 階階階乘乘乘等等等價價價推推推導導導（（（逐逐逐步步步代代代數數數）））：：：

將分子和分母乘以尾隨乘積樨n尀 k権樨n尀 k 尀 樱権 封 封 封 樲 封 樱 樽 樨n尀 k権模：

屮P屫 樽 n 樨n尀 樱権 封 封 封 樨n尀 k 樫 樱権

樽

専
n 樨n尀 樱権 封 封 封 樨n尀 k 樫 樱権

尃
封
専
樨n尀 k権 封 封 封 樲 封 樱

尃
樨n尀 k権 封 封 封 樲 封 樱

樽
n模

樨n尀 k権模

1.6 牌牌牌示示示例例例的的的數數數值值值驗驗驗證證證（（（n 樽 樵, k 樽 樳）））

尵P尳 樽
樵模

樨樵尀 樳権模
樽

樵模

樲模

樵模 樽 樵専 樴専 樳専 樲専 樱 樽 樱樲樰

樲模 樽 樲専 樱 樽 樲

尵P尳 樽
樱樲樰

樲
樽 60

與直接乘積計算結果匹配，確認正確。

2 組組組合合合的的的定定定義義義與與與公公公式式式

組組組合合合計數的是選擇順序不重要的物品選擇方式數目。

2.1 示示示例例例1：：：從從從標標標記記記為為為樱, 樲, 樳, 樴, 樵 的的的5 張張張牌牌牌中中中選選選擇擇擇3 張張張無無無序序序牌牌牌

直接計算：
樵専 樴専 樳

樳模
樽 樱樰

餱餺 解解解釋釋釋順順順序序序等等等價價價 假假假設選中的值為樱, 樲, 樳。

樭 若順序重要（排列），有樳模 樽 樳専 樲専 樱 樽 樶 個橤橩橳橴橩橮橣橴 有序安排：

樨樱, 樲, 樳権, 樨樱, 樳, 樲権, 樨樲, 樱, 樳権, 樨樲, 樳, 樱権, 樨樳, 樱, 樲権, 樨樳, 樲, 樱権

樭 對於組合，所有樶 個有序分組計為一一一個個個相相相同同同的的的無無無序序序組組組。為消除k 個選中物品的冗餘排

列，我們將總排列數除以k模。

餲餺 使使使用用用階階階乘乘乘重重重寫寫寫分分分子子子 分分分子樵専 樴専 樳 是排列尵P尳 樽
尵尡

尨尵尀尳尩尡
樽 尵尡

尲尡
。展開階乘定義：

樵模 樽 樵専 樴専 樳専 樲専 樱, 樲模 樽 樲専 樱

從分子和分母消去樲模 後剩餘樵専 樴専 樳。將其代回組合表達式：

樵専 樴専 樳

樳模
樽

樵模

樲模
樳模

樽
樵模

樳模 封 樲模
樲
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餳餺 逐逐逐步步步驗驗驗證證證數數數值值值

樳模 樽 樳専 樲専 樱 樽 樶

樵専 樴専 樳 樽 樶樰

樶樰

樶
樽 10

一一一般般般組組組合合合公公公式式式 從從從n個橤橩橳橴橩橮橣橴物品中選擇k個物品且不考慮順序時，組合數記作屮C屫（也

寫作二項式係數

尒
n

k

尓
）。

屮C屫 樽
屮P屫

k模
樽

n模

樨n尀 k権模 k模
樽

尒
n

k

尓
, 對於k 尔 n

2.2 示示示例例例2：：：從從從500 條條條領領領帶帶帶中中中選選選擇擇擇5 條條條

問題：求從樵樰樰 條領帶中無序挑選樵 條的方式數。由組合公式，n 樽 樵樰樰, k 樽 樵：尒
樵樰樰

樵

尓
樽

樵樰樰模

樵模 封 樨樵樰樰尀 樵権模
樽

樵樰樰模

樵模 封 樴樹樵模

餱餺 為為為手手手動動動計計計算算算簡簡簡化化化分分分數數數（（（消消消去去去樴樹樵模）））：：：尒
樵樰樰

樵

尓
樽

樵樰樰専 樴樹樹専 樴樹樸専 樴樹樷専 樴樹樶専 樴樹樵模

樵模専 樴樹樵模

樽
樵樰樰専 樴樹樹専 樴樹樸専 樴樹樷専 樴樹樶

樵専 樴専 樳専 樲専 樱

餲餺 算算算術術術計計計算算算：：： 分分分子乘積：

樵樰樰専 樴樹樹 樽 樲樴樹樵樰樰,

樲樴樹樵樰樰専 樴樹樸 樽 樱樲樴樲樵樱樰樰樰,

樱樲樴樲樵樱樰樰樰専 樴樹樷 樽 樶樱樷樵樲樷樴樷樰樰樰,

樶樱樷樵樲樷樴樷樰樰樰専 樴樹樶 樽 樳樰樶樲樹樳樶樲樵樱樲樰樰樰

分母樵模 樽 樱樲樰 尒
樵樰樰

樵

尓
樽

樳樰樶樲樹樳樶樲樵樱樲樰樰樰

樱樲樰
樽 255244687600

3 帶帶帶重重重複複複的的的排排排列列列與與與組組組合合合

到目前為止，我們已涵蓋無重複選擇的計數問題。當允許物品重複時，我們使用帶重

複的排列和組合的單獨公式。

1) 帶帶帶重重重複複複的的的排排排列列列（（（重重重複複複排排排列列列）））：：：符符符號號號nΠk

屮樅屫 表示從n 個橤橩橳橴橩橮橣橴 類型中有序選擇k 個物品，允許物品重複使用（允許重複）。

nΠk = nk

樳
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2) 帶帶帶重重重複複複的的的組組組合合合（（（重重重複複複組組組合合合）））：：：符符符號號號nHk

屮H屫 表示從n 個橤橩橳橴橩橮橣橴 類型中無序選擇k 個物品，允許物品重複使用（允許重複）。

公式轉換為標準二項式係數：

nHk =

尒
n + k − 1

k

尓
3.1 示示示例例例3

從屦樱, 樲, 樳, 樴, 樵屧 中選擇三個數字，依序排列以形成三位自然數（允許重複）。求有多少
個此類三位數是樵 的倍數。

逐逐逐步步步解解解題題題推推推理理理：：： 一一一個自然數是樵 的倍數，若其個位數等於樰 或樵。我們可用的數字僅

為樱, 樲, 樳, 樴, 樵，因此個位數必必必須須須固固固定定定為為為樵。

樭 位置樳（個位）：僅樱 個有效選擇（樵）

樭 位置樱（百位）和樲（十位）：我們從屦樱, 樲, 樳, 樴, 樵屧 中選擇樲 個數字，允許重複（n 樽

樵, k 樽 樲）這是前兩個數字的帶重複排列問題：屮樅屫 樽 n屫

n 樽 樵, k 樽 樲

尵樅尲 樽 樵尲

樵尲 樽 樵専 樵 樽 25

總有效三位樵 的倍數：25

3.2 示示示例例例4

四人為三位候選人橁、橂、橃 進行匿名投票。求橤橩橳橴橩橮橣橴 投票結果分布的總數。

逐逐逐步步步解解解題題題推推推理理理：：： 投投投票是匿名的，因此只關心每位候選人得到的票數（投票者的順序不

重要）。這是帶重複的組合情景：

樭 n 樽 樳 個橤橩橳橴橩橮橣橴 候選人類型（橁、橂、橃）

樭 k 樽 樴 個總投票要分配公式：屮H屫 樽
尀
屮尫屫尀就

屫

封

尳H尴 樽

尒
樳 樫 樴尀 樱

樴

尓
樽

尒
樶

樴

尓
二項式係數簡化：

尒
樶

樴

尓
樽

尒
樶

樲

尓
尒
樶

樲

尓
樽

樶模

樲模 樨樶尀 樲権模
樽

樶模

樲模 樴模

樶模 樽 樶専 樵専 樴模尒
樶

樲

尓
樽

樶専 樵専 樴模

樨樲専 樱権専 樴模
樽

樳樰

樲
樽 15

總唯一匿名投票分布：15

樴
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4 概概概率率率

特定事件發生的概概概率率率取值於區間橛樰, 樱橝。例如，擲公平硬幣正面朝上的概率為就
尲
。

當擲硬幣時，僅存在兩種結果：正面或反面。總共有樲 個可能結果，其中正面有恰好樱

個有利結果。

樭 概率值為樰 表示事件不可能發生（永遠不會發生）。

樭 概率值為樱 表示事件必然發生（一定會發生）。

要數學上計算概率，我們首先定義所有可能結果的完整集合。

樭 硬幣擲擲樣本空間：S 樽 屦正面,反面屧

樭 標準六面骰子樣本空間：S 樽 屦樱, 樲, 樳, 樴, 樵, 樶屧

此所有可能結果的完整集合稱為樣樣樣本本本空空空間間間，記作S。

4.1 形形形式式式古古古典典典概概概率率率定定定義義義

設：

樭 n樨S権 樽 樣本空間S 中橤橩橳橴橩橮橣橴 可能結果的總數

樭 n樨A権 樽 特定事件A 的有利結果數

事件A 的古典概率，寫作P 樨A権，定義為：

P 樨A権 樽
事件A 的有利結果數

可能結果總數
樽

n(A)

n(S)

4.2 幾幾幾何何何概概概率率率定定定義義義

對於幾何問題，其中S 代表總區域樯面積，且A 尚 S（事件區域完全位於樣本空間區域

內）：

P 樨A権 樽
區域A 的面積

區域S 的面積

4.3 統統統計計計概概概率率率與與與大大大數數數法法法則則則

在實際實驗試驗中：假設相同試驗重複n次總計，事件A在其中k 次被觀測到發生。事

件A 的相相相對對對頻頻頻率率率（統計概率）為：
k

n

當試驗次數n 增長至無限大時，相對頻率收斂至固定常數值屐，稱為數數數學學學概概概率率率 P 樨A権。

此收斂性質是大大大數數數法法法則則則，以極限形式形式表達：

lim
n→∞

k

n
= P (A)

樵



課堂練習 樲樵樲樶 橅橄橂 橈橓橍橍橃 數學建模進階工作坊 樲樰樲樶樭樰樶樭樲樷 橓橡橴橵橲橤橡橹

4.4 基基基本本本概概概率率率公公公理理理與與與性性性質質質

設A 為樣本空間S 內的任意事件：

樱樮 有界範圍：0 ≤ P (A) ≤ 1 對任何有效事件A 尒 S

樲樮 完整樣本空間的必然性：P (S) = 1

樳樮 不可能空事件：P (∅) = 0（尻 樽 空集，無結果）

樴樮 互斥事件的可加性：若A 和B 不能同時發生（不交，A 屜B 樽 尻）：

P (A ∪ B) = P (A) + P (B)

樵樮 補集規則：設A屣（也寫作A）表示補集事件（A未發生的所有結果）：

P (Ac) = 1 − P (A)

逐逐逐步步步示示示例例例計計計算算算（（（硬硬硬幣幣幣擲擲擲擲擲擲正正正面面面）））

S 樽 屦正面,反面屧 樽尩 n樨S権 樽 樲

A 樽 屦正面屧 樽尩 n樨A権 樽 樱

P 樨正面権 樽
n樨A権

n樨S権
樽

樱

樲
樽 0.5

逐逐逐步步步示示示例例例計計計算算算（（（骰骰骰子子子擲擲擲擲擲擲，，，事事事件件件餽 擲擲擲出出出餳）））

S 樽 屦樱, 樲, 樳, 樴, 樵, 樶屧 樽尩 n樨S権 樽 樶

A 樽 屦樳屧 樽尩 n樨A権 樽 樱

P 樨擲出樳権 樽
樱

樶
尙 0.1667

4.5 示示示例例例5：：：抽抽抽取取取兩兩兩顆顆顆同同同色色色球球球的的的概概概率率率

問問問題題題陳陳陳述述述：口袋包含樳 個黑球、樲 個白球和樱 個紅球（總計樳 樫 樲 樫 樱 樽 樶 個球）。同時

隨機抽取兩個球。計算兩個選中球顏色相同的概率。

餱餺 計計計算算算從從從餶 個個個球球球中中中無無無序序序挑挑挑選選選餲 個個個球球球的的的總總總方方方式式式數數數 同同同時抽取兩個球是無序選擇，因此我們

使用組合
尀
屮
屫

封
樽 屮C屫。總樣本空間結果：

n樨S権 樽

尒
樶

樲

尓
展開並逐步計算： 尒

樶

樲

尓
樽

樶模

樲模 樨樶尀 樲権模
樽

樶模

樲模 封 樴模
樶模 樽 樶専 樵専 樴模尒
樶

樲

尓
樽

樶専 樵専 樴模

樨樲専 樱権専 樴模
樽

樳樰

樲
樽 15

樶



課堂練習 樲樵樲樶 橅橄橂 橈橓橍橍橃 數學建模進階工作坊 樲樰樲樶樭樰樶樭樲樷 橓橡橴橵橲橤橡橹

餲餺 計計計數數數有有有利利利結結結果果果（（（兩兩兩顆顆顆球球球顏顏顏色色色相相相同同同））） 僅僅僅黑色和白色顏色至少有兩個球；僅有樱 個紅

球，因此

樱樮 從樳 個黑球中挑選樲 個黑球的方式：
尀
尳
尲

封
尒
樳

樲

尓
樽

樳模

樲模 封 樱模
樽

樳専 樲模

樲模専 樱
樽 3

樲樮 從樲 個白球中挑選樲 個白球的方式：
尀
尲
尲

封
尒
樲

樲

尓
樽

樲模

樲模 封 樰模
樽

樲模

樲模専 樱
樽 1 樨由定義樰模 樽 樱権

總有利結果n樨A権 樽 黑球對樫 白球對：

n樨A権 樽

尒
樳

樲

尓
樫

尒
樲

樲

尓
樽 樳 樫 樱 樽 4

餳餺 古古古典典典概概概率率率計計計算算算

P 樨顏色相同権 樽
n樨A権

n樨S権
樽

樴

樱樵

示示示例例例6：：：次次次品品品超超超幾幾幾何何何概概概率率率

問問問題題題設設設定定定：

總產品：樱樰樰樰

次品：樳

正常（非次品）產品：樱樰樰樰尀 樳 樽 樹樹樷 我們無放回隨機選擇樱樰 個產品。

計算兩個概率：

樱樮 樱樰 個選中物品中無次品的概率。

樲樮 至少有一個選中物品為次品的概率。

餱餺 從從從餱餰餰餰 個個個物物物品品品中中中挑挑挑選選選餱餰 個個個的的的方方方式式式總總總數數數 這這這是無序組合選擇：

n樨S権 樽

尒
樱樰樰樰

樱樰

尓
部部部分分分館餱餩餺 餱餰 個個個選選選中中中物物物品品品中中中零零零次次次品品品 要要要零次品，我們從樹樹樷 個正常產品中選擇所有樱樰 個

單位，從樳 個次品中選擇樰 個次品。事件A尰（樰 個次品）的有利結果數：

n樨A尰権 樽

尒
樹樹樷

樱樰

尓
専
尒
樳

樰

尓
由古典概率公式：

P 樨A尰権 樽

尒
樹樹樷

樱樰

尓尒
樳

樰

尓
尒
樱樰樰樰

樱樰

尓
樷
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回想

尒
m

樰

尓
樽 樱 對任何整數m 尕 樰，因此

尒
樳

樰

尓
樽 樱，簡化為：

P 樨A尰権 樽

尒
樹樹樷

樱樰

尓
尒
樱樰樰樰

樱樰

尓

餲餮 屐 樨屁尰権 的的的數數數值值值簡簡簡化化化 展展展開二項式比率以避免巨大階乘值：尒
樹樹樷

樱樰

尓
尒
樱樰樰樰

樱樰

尓 樽

樹樹樷模

樱樰模 封 樹樸樷模
樱樰樰樰模

樱樰模 封 樹樹樰模

樽
樹樹樷模 封 樹樹樰模
樹樸樷模 封 樱樰樰樰模

樽
樹樹樰専 樹樸樹専 樹樸樸

樱樰樰樰専 樹樹樹専 樹樹樸

逐步算術計算：

樹樹樰専 樹樸樹専 樹樸樸 樽 樹樶樷樳樶樰樶樸樰, 樱樰樰樰専 樹樹樹専 樹樹樸 樽 樹樹樷樰樰樲樰樰樰

P 樨樰 個次品権 樽
樹樶樷樳樶樰樶樸樰

樹樹樷樰樰樲樰樰樰
尙 0.9702695

部部部分分分館餲餩餺 至至至少少少一一一個個個選選選中中中次次次品品品 設設設事件B 樽 至少一個次品單位。B 的補集是恰好事

件A尰（零次品單位）。由補集概率規則：

P 樨B権 樽 樱尀 P 樨A尰権

用二項式係數書寫的公式：

P 樨至少樱 個次品権 樽 樱尀

尒
樹樹樷

樱樰

尓尒
樳

樰

尓
尒
樱樰樰樰

樱樰

尓

部部部分分分館餲餩 的的的數數數值值值計計計算算算

P 樨至少樱 個次品権 樽 樱尀 樰.樹樷樰樲樶樹樵 樽 0.0297305

5 條條條件件件概概概率率率

條件概率是數據分析中的基礎概念。它表示在事件A 已經發生的先前條件下，事件B

發生的概率。此條件概率寫作P (B | A)。

樸
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形形形式式式定定定義義義

P (B | A) =
P (A ∩ B)

P (A)
=

P (B ∩ A)

P (A)
, 僅當P 樨A権 > 樰 時有效

圖中的記號P屁樨B権 是P 樨B 屪 A権 的等價簡寫。

從從從定定定義義義推推推導導導的的的乘乘乘積積積規規規則則則

重新排列條件概率公式得到聯合概率的乘積規則：

P (A ∩ B) = P (A)P (B | A) = P (B)P (A | B) = P (B ∩ A)

對對對屮 個個個事事事件件件屁就尻 屁尲尻 尺 尺 尺 尻 屁屮 的的的一一一般般般乘乘乘積積積規規規則則則

P 樨A就権P 樨A尲 屪 A就権P 樨A尳 屪 A就 屜 A尲権 封 封 封P 樨A屮 屪 A就 屜 A尲 屜 封 封 封 屜 A屮尀就権

樽 P 樨A就権 封
P 樨A就 屜 A尲権

P 樨A就権
封 P 樨A就 屜 A尲 屜 A尳権

P 樨A就 屜 A尲権
封 封 封 P 樨A就 屜 A尲 屜 封 封 封 屜 A屮権

P 樨A就 屜 A尲 屜 封 封 封 屜 A屮尀就権

樽 P (A1 ∩ A2 ∩ · · · ∩ An)

事事事件件件屁 的的的補補補集集集分分分割割割恆恆恆等等等式式式

對於任何事件A，不交分割成立：

A 樽 樨A 屜B権 屛 樨A 屜B屣権, 樨A 屜B権 屜 樨A 屜B屣権 樽 尻

由不交集的概率可加性：

P 樨A権 樽 P 樨A 屜B権 樫 P 樨A 屜B屣権

重新排列：

P (A ∩ B) = P (A) − P (A ∩ Bc)

示示示例例例7

已已已知知知值值值：

P 樨A権 樽
樲樱

樲樵
, P 樨A 屜B屣権 樽

樱

樵

目目目標標標：計算P 樨B 屪 A権

餱餺 將將將分分分割割割恆恆恆等等等式式式代代代入入入條條條件件件公公公式式式

P 樨B 屪 A権 樽 P 樨A 屜B権

P 樨A権
樽

P 樨A権尀 P 樨A 屜B屣権

P 樨A権

餲餺 逐逐逐步步步代代代入入入數數數值值值分分分數數數 首首首先將就
尵
轉換為分母樲樵 以進行統一減法：

樱

樵
樽

樱専 樵

樵専 樵
樽

樵

樲樵

將值代入分子：

P 樨A権尀 P 樨A 屜B屣権 樽
樲樱

樲樵
尀 樵

樲樵
樽

樲樱尀 樵

樲樵
樽

樱樶

樲樵
樹
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餳餺 將將將分分分子子子除除除以以以屐 樨屁権

P 樨B 屪 A権 樽

樱樶

樲樵
樲樱

樲樵

共同分母樲樵 消去：

P 樨B 屪 A権 樽
16

21

6 貝貝貝葉葉葉斯斯斯定定定理理理

貝葉斯定理透過納入相關條件概率的先驗知識來計算事件的概率。此工具對於不確定

性下的數學決策至關重要，並廣泛用於評估信息等無形資產的價值。

關關關鍵鍵鍵術術術語語語定定定義義義

• 先先先驗驗驗概概概率率率：P 樨A権 橼 在觀測到新數據或證據之前計算的事件A 的概率。

• 後後後驗驗驗概概概率率率：P 樨A 屪 B権 橼 在觀測到新證據樯事件B 發生後，事件A 的修訂、更新概

率。在P 樨A 屪 B権 中，事件B 是觀測條件，P 樨A 屪 B権 在看到B 後更新我們對A 的

信念。

貝葉斯定理透過結合已知的先驗概率和從觀測事件得出的條件似然來推導後驗概率。

樣樣樣本本本空空空間間間的的的分分分割割割與與與全全全概概概率率率法法法則則則

設樣本空間S 分割為不交事件A就, A尲, . . . , A屮：

A屩 屜 A屪 樽 尻 樨i 尶樽 j権, S 樽 A就 屛 A尲 屛 封 封 封 屛 A屮

對於任何任意事件B 尒 S：

B 樽 S 屜B 樽
尀
A就 屛 A尲 屛 封 封 封 屛 A屮

封
屜B 樽 樨A就 屜B権 屛 樨A尲 屜B権 屛 封 封 封 屛 樨A屮 屜B権

所有集合A屩 屜B 相互排斥，因此由有限可加性：

P 樨B権 樽 P 樨A就 屜B権 樫 P 樨A尲 屜B権 樫 封 封 封樫 P 樨A屮 屜B権

應用概率乘積規則P 樨A屩 屜B権 樽 P 樨A屩権P 樨B 屪 A屩権 得到全全全概概概率率率法法法則則則：

P (B) =
n屘

i=1

P (Ai)P (B | Ai) 樽 P 樨A就権P 樨B 屪 A就権樫P 樨A尲権P 樨B 屪 A尲権樫封 封 封樫P 樨A屮権P 樨B 屪 A屮権

貝貝貝葉葉葉斯斯斯定定定理理理公公公式式式

從條件概率定義：

P 樨A屪 屪 B権 樽
P 樨A屪 屜B権

P 樨B権

代入乘積規則P 樨A屪 屜B権 樽 P 樨A屪権P 樨B 屪 A屪権 和P 樨B権 的全概率：

P (Aj | B) =
P (Aj)P (B | Aj)
n屘

i=1

P (Ai)P (B | Ai)

樱樰
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樭 P 樨A屪権：分割事件A屪 的先驗概率

樭 P 樨A屪 屪 B権：給定觀測事件B 後A屪 的後驗概率

6.1 示示示例例例8

問問問題題題設設設定定定：

三台工廠機器A,B,C 分別生產總產出的樵樰樥, 樳樰樥, 樲樰樥。次品率：P 樨次品 屪 A権 樽

樰.樰樴, P 樨次品 屪 B権 樽 樰.樰樳, P 樨次品 屪 C権 樽 樰.樰樲。

樱樮 求隨機選中產品為次品的總概率（P 樨X権，其中X 樽 次品）。

樲樮 求次品產品由機器C 生產的後驗概率（P 樨C 屪 X権）。

餱餺 定定定先先先驗驗驗概概概率率率

P 樨A権 樽 樰.樵, P 樨B権 樽 樰.樳, P 樨C権 樽 樰.樲

條件次品似然：

P 樨X 屪 A権 樽 樰.樰樴, P 樨X 屪 B権 樽 樰.樰樳, P 樨X 屪 C権 樽 樰.樰樲

餲餺 屐 樨屘権 的的的全全全概概概率率率法法法則則則

P 樨X権 樽 P 樨A権P 樨X 屪 A権 樫 P 樨B権P 樨X 屪 B権 樫 P 樨C権P 樨X 屪 C権

樽 樨樰.樵専 樰.樰樴権 樫 樨樰.樳専 樰.樰樳権 樫 樨樰.樲専 樰.樰樲権

樽 樰.樰樲 樫 樰.樰樰樹 樫 樰.樰樰樴

樽 0.033

餳餺 屐 樨屃 屪 屘権 的的的貝貝貝葉葉葉斯斯斯定定定理理理

P 樨C 屪 X権 樽
P 樨C権P 樨X 屪 C権

P 樨A権P 樨X 屪 A権 樫 P 樨B権P 樨X 屪 B権 樫 P 樨C権P 樨X 屪 C権

樽
樰.樲専 樰.樰樲

樰.樰樳樳

樽
樰.樰樰樴

樰.樰樳樳
樽

4

33
尙 樰.樱樲樱樲

7 隨隨隨機機機變變變量量量

考慮擲兩枚公平硬幣的實驗。所有橤橩橳橴橩橮橣橴 結果的樣本空間為：

S 樽 屦 樨正面,正面権, 樨正面,反面権, 樨反面,正面権, 樨反面,反面権 屧

對於公平硬幣擲擲，樣本空間中每個結果同等可能，因此每個單一結果的概率等

於
1

4
。

定義X 為兩兩兩次次次硬硬硬幣幣幣擲擲擲擲擲擲中中中觀觀觀測測測到到到的的的反反反面面面數數數。隨機變量X 將每個樣本結果映射到實數

值：

• 結果樨正面,正面権 尷尡 X 樽 樰 個反面

樱樱
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• 結果樨正面,反面権, 樨反面,正面権 尷尡 X 樽 樱 個反面

• 結果樨反面,反面権 尷尡 X 樽 樲 個反面

此映射函數X 定義為隨隨隨機機機變變變量量量。

隨隨隨機機機變變變量量量的的的定定定義義義

隨機變量的行為類似於計算機編程中的變量，只是其實現值由概率機會而非固定賦值

決定。形式上，隨機變量是將樣本空間S 的每個結果（樣本點）映射到實數線R 上實
數的函數。

使用隨機變量將定性概率事件轉換為定量數值，這簡化了隨機實驗的計算、比較和統

計分析。記號慣例：

• 大寫字母（例如X, Y, Z）：表示隨機變量函數本身

• 小寫字母（例如x, y, z）：表示隨機變量可能取的特定數值

對對對屘（（（餲 次次次硬硬硬幣幣幣擲擲擲擲擲擲的的的反反反面面面數數數）））的的的逐逐逐步步步概概概率率率質質質量量量計計計算算算

總同等可能樣本結果：n樨S権 樽 樴，每個概率就
尴
。

樱樮 值x 樽 樰（零反面）：僅樱 個有利結果樨橈樬橈権

P 樨X 樽 樰権 樽
結果數，X 樽 樰

n樨S権
樽

樱

樴
樽 樰.樲樵

樲樮 值x 樽 樱（一個反面）：兩個有利結果樨橈樬橔権, 樨橔樬橈権

P 樨X 樽 樱権 樽
樲

樴
樽

樱

樲
樽 樰.樵樰

樳樮 值x 樽 樲（兩個反面）：僅樱 個有利結果樨橔樬橔権

P 樨X 樽 樲権 樽
樱

樴
樽 樰.樲樵

總總總概概概率率率和和和為為為餱 的的的驗驗驗證證證

X 的所有互斥可能值覆蓋完整樣本空間：

P 樨X 樽 樰権 樫 P 樨X 樽 樱権 樫 P 樨X 樽 樲権 樽
樱

樴
樫

樱

樲
樫

樱

樴
樽

樱 樫 樲 樫 樱

樴
樽

樴

樴
樽 1

樣樣樣本本本空空空間間間尡 屘 尡 實實實數數數映映映射射射

8 離離離散散散概概概率率率分分分布布布

離離離散散散隨隨隨機機機變變變量量量 X 是僅能取可數集合的橤橩橳橴橩橮橣橴 實值x就, x尲, . . . , x屮 的隨機變量。離離離散散散概概概

率率率分分分布布布完全指定離散隨機變量X 的每個可能值x屩 的概率P 樨X 樽 x屩権。

樱樲
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樣樣樣本本本空空空間間間

樨正面樬 正面権

樨正面樬 反面権

樨反面樬 正面権

樨反面樬 反面権

屘

實實實數數數

樰

樱

樱

樲

橆橩橧橵橲橥 樱樺 透過隨機變量屘（反面數）將樣本空間結果映射到實數

離離離散散散分分分布布布的的的表表表格格格格格格式式式

X x就 x尲 . . . x屮 總和

概率 P 樨X 樽 x就権 P 樨X 樽 x尲権 . . . P 樨X 樽 x屮権 樱

8.1 示示示例例例9：：：兩兩兩次次次硬硬硬幣幣幣擲擲擲擲擲擲（（（計計計反反反面面面數數數X）））

實驗：同時擲兩枚公平硬幣。X 樽 觀測到的反面數。

樣本空間：S 樽 屦樨H,H権, 樨H,T 権, 樨T,H権, 樨T, T 権屧，每個結果同等可能，概率就
尴
。

逐步映射和概率計算：

樱樮 X 樽 樰：僅結果樨H,H権

P 樨X 樽 樰権 樽
樱

樴

樲樮 X 樽 樱：結果樨H,T 権, 樨T,H権（樲 種情況）

P 樨X 樽 樱権 樽
樲

樴
樽

樱

樲

樳樮 X 樽 樲：僅結果樨T, T 権

P 樨X 樽 樲権 樽
樱

樴

樣樣樣本本本空空空間間間尡 屘 尡 概概概率率率映映映射射射

樣樣樣本本本空空空間間間

樨正面樬 正面権

樨正面樬 反面権

樨反面樬 正面権

樨反面樬 反面権

隨隨隨機機機變變變量量量屘實實實數數數

樰

樱

樱

樲

概概概率率率分分分布布布屐 樨屘 樽 屸権

就
尴

就
尲

就
尴

橆橩橧橵橲橥 樲樺 將樣本結果映射到屘 值，然後映射到概率質量

樱樳
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概概概率率率質質質量量量函函函數數數（（（饐饍饆）））定定定義義義

將概率值P 樨X 樽 x屩権 賦予X 的每個可能離散值x屩 的函數f樨x権 稱為X 的概概概率率率質質質量量量函函函數數數

（（（pmf）））：

f樨x権 樽

尨
P 樨X 樽 x屩権 對於x 樽 x就, x尲, . . . , x屮

樰 對於所有其他實數x

三三三個個個基基基本本本饐饍饆 性性性質質質

樱樮 有界非負性：

0 ≤ f(xi) ≤ 1 (i = 1, 2, . . . , n)

樲樮 總質量和為樱（完整樣本空間覆蓋）：

f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn) =
n屘

i=1

f(xi) = 1

樳樮 區間概率：對於界限a 尔 b，概率P 樨a 尔 X 尔 b権 等於區間橛a, b橝 內所有x 的橰橭橦 值

之和：

P (a ≤ X ≤ b) =
屘

a≤x≤b

f(x)

8.2 示示示例例例10：：：兩兩兩次次次硬硬硬幣幣幣示示示例例例PMF 的的的驗驗驗證證證

橐橍橆 值：f樨樰権 樽 就
尴
, f樨樱権 樽 就

尲
, f樨樲権 樽 就

尴

樱樮 界限檢查：樰 < 就
尴
< 樱, 樰 < 就

尲
< 樱, 樰 < 就

尴
< 樱（滿足性質樱）

樲樮 總和：

f樨樰権 樫 f樨樱権 樫 f樨樲権 樽
樱

樴
樫

樱

樲
樫

樱

樴
樽

樱 樫 樲 樫 樱

樴
樽

樴

樴
樽 1

樳樮 示例區間計算：P 樨樰 尔 X 尔 樱権

P 樨樰 尔 X 尔 樱権 樽 f樨樰権 樫 f樨樱権 樽
樱

樴
樫

樱

樲
樽

樳

樴

9 連連連續續續概概概率率率分分分布布布

連連連續續續隨隨隨機機機變變變量量量 X 是可取不可數無限實值集合的隨機變量。對於任何連續隨機變量，X

等於單一精確點值x 的概率始終為零：

P (X = x) = 0

因為點概率為零，離散概率質量函數（pmf）無法描述連續分布。相反，我們引入概概概率率率

密密密度度度函函函數數數（（（pdf））），記作f樨x権，以建模連續概率行為。

橰橤橦 f樨x権 是離散橰橭橦 的連續類比。函數f樨x権 若滿足三個核心性質，則橱橵橡橬橩樌橥橳 為連續

隨機變量X 的有效概率密度函數：

樱樮 對所有實輸入非負：

f(x) ≥ 0 ∀x ∈ R
樱樴
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樲樮 整個實線上的總積分等於樱（總概率質量）：屚 ∞

−∞
f(x) dx = 1

樳樮 區間概率等於f樨x権 在區間界限橛a, b橝 上的定積分。對於連續變量，端點的包含或排

除不改變概率（因為P 樨X 樽 a権 樽 P 樨X 樽 b権 樽 樰）：

P (a ≤ X ≤ b) 樽 P 樨a < X 尔 b権 樽 P 樨a 尔 X < b権 樽 P 樨a < X < b権

樽

屚 b

a

f(x) dx

區區區間間間概概概率率率的的的圖圖圖形形形解解解釋釋釋

概率P 樨a 尔 X 尔 b権 在幾何上對應橰橤橦 曲線y 樽 f樨x権 在垂直線x 樽 a 和x 樽 b 之間的面

積。

屸

屦樨屸権

屡 屢

橆橩橧橵橲橥 樳樺 陰影面積樽 屐 樨屡 尔 屘 尔 屢権 樽

屚 屢

屡
屦樨屸権 層屸

註註註：：：饐饄饆 中中中「「「密密密度度度」」」的的的詞詞詞源源源

我們將概率解釋為質量，將區間長度解釋為一維體積：

樱樮 比率：
概率

區間長度
樽
質量

體積

樲樮 比率質量
體積
是物理密度的標準定義。

樳樮 重新排列的關係： 尒
概率

區間長度

尓
専 樨區間長度権 樽概率

將密度（每單位長度的概率）乘以區間長度，得到該區段的總概率。此關係賦予

名稱概率密度函數。

9.1 示示示例例例12：：：（（（均均均勻勻勻連連連續續續分分分布布布檢檢檢驗驗驗）））

取橛樰, 樲橝 上的均勻橰橤橦：

f樨x権 樽

尨
就
尲

樰 尔 x 尔 樲

樰 其他情況

樱樵
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樱樮 性質樱 檢查：f樨x権 尕 樰 對所有實x（支撐上就
尲
> 樰，之外為樰）

樲樮 性質樲 總積分： 屚 就

尀就
f樨x権dx 樽

屚 尲

尰

樱

樲
dx 樽

樱

樲
x
尌尌尲
尰
樽

樱

樲
樨樲尀 樰権 樽 1

樳樮 區間概率示例：P 樨樰.樵 尔 X 尔 樱.樵権

P 樨樰.樵 尔 X 尔 樱.樵権 樽

屚 就尺尵

尰尺尵

樱

樲
dx 樽

樱

樲
樨樱.樵尀 樰.樵権 樽 0.5

也確認P 樨X 樽 樱権 樽 樰（單點積分

屚 就

就

就
尲
dx 樽 樰）

樱樶
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