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1 期期期望望望、、、方方方差差差、、、標標標準準準差差差

1.1 離離離散散散隨隨隨機機機變變變量量量的的的定定定義義義

隨機變量的期望值（期望）是概率加權的概率實驗所有可能結果的平均值。方差量化

隨機變量值圍繞其期望的分散程度。標準差是方差的正平方根，具有與隨機變量相同

的單位。

設X 為離散隨機變量，其支撐為杦x朱, x朲, . . . , x杮杧，概率質量函數（詐詍詆）為P 訨X 訽

x杩訩 訽 p杩，其中
∑杮

杩朽朱 p杩 訽 許, p杩 朕 訰。

訨許訩 期望：

杅詛X詝 訽 µ杘 訽
杮∑

杩朽朱

x杩 p杩

訨訲訩 方差（兩個等價公式）：

詖詡該訨X訩 訽 σ朲
杘 訽 杅

[
訨X 最 µ杘訩

朲
]
訽

杮∑
杩朽朱

訨x杩 最 µ杘訩
朲p杩

詖詡該訨X訩 訽 杅詛X朲詝最
(
杅詛X詝

)朲
, 杅詛X朲詝 訽

杮∑
杩朽朱

x朲
杩 p杩

訨訳訩 標準差：

詓詄訨X訩 訽 σ杘 訽
√

詖詡該訨X訩

1.2 示示示例例例1：：：離離離散散散隨隨隨機機機變變變量量量X

給定離散X 的詐詍詆 表：

x 訰 許 訲 訳 總和

P 訨X 訽 x訩 訰.訰許訰 訰.訸訴訰 訰.許訴訵 訰.訰訰訵 許

許訮訲訮許 數數數值值值計計計算算算

許診 計計計算算算杅詛杘詝

杅詛X詝 訽 訨訰訩訨訰.訰許訰訩 訫 訨許訩訨訰.訸訴訰訩 訫 訨訲訩訨訰.許訴訵訩 訫 訨訳訩訨訰.訰訰訵訩

訽 訰 訫 訰.訸訴訰 訫 訰.訲訹訰 訫 訰.訰許訵

訽 許.許訴訵

訲診 計計計算算算杅詛杘朲詝（（（用用用於於於方方方差差差簡簡簡捷捷捷公公公式式式）））

杅詛X朲詝 訽 訨訰朲訩訨訰.訰許訰訩 訫 訨許朲訩訨訰.訸訴訰訩 訫 訨訲朲訩訨訰.許訴訵訩 訫 訨訳朲訩訨訰.訰訰訵訩

訽 訰 訫 訨許訩訨訰.訸訴訰訩 訫 訨訴訩訨訰.許訴訵訩 訫 訨訹訩訨訰.訰訰訵訩

訽 訰 訫 訰.訸訴訰 訫 訰.訵訸訰 訫 訰.訰訴訵

訽 許.訴訶訵

許
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訳診 計計計算算算方方方差差差詖詡該訨杘訩

詖詡該訨X訩 訽 杅詛X朲詝最
(
杅詛X詝

)朲
訽 許.訴訶訵最 訨許.許訴訵訩朲

訽 許.訴訶訵最 許.訳許許訰訲訵

訽 訰.許訵訳訹訷訵

透過直接平方偏差和驗證：∑
訨x杩 最 µ杘訩

朲p杩 訽 訨訰最 許.許訴訵訩朲訨訰.訰許訰訩 訫 訨許最 許.許訴訵訩朲訨訰.訸訴訰訩

訫 訨訲最 許.許訴訵訩朲訨訰.許訴訵訩 訫 訨訳最 許.許訴訵訩朲訨訰.訰訰訵訩

訽 訨許.訳許許訰訲訵訩訨訰.訰許訰訩 訫 訨訰.訰訲許訰訲訵訩訨訰.訸訴訰訩

訫 訨訰.訷訳許訰訲訵訩訨訰.許訴訵訩 訫 訨訳.訴訴許訰訲訵訩訨訰.訰訰訵訩

訽 訰.訰許訳許許訰訲訵 訫 訰.訰許訷訶訶許 訫 訰.許訰訵訹訹訸訶訲訵 訫 訰.訰許訷訲訰訵許訲訵

訽 訰.許訵訳訹訷訵 訨與簡捷結果匹配訩

訴診 計計計算算算標標標準準準差差差望杘
σ杘 訽

杰
訰.許訵訳訹訷訵 朙 訰.訳訹訲訳訹訶訴訸

1.3 連連連續續續隨隨隨機機機變變變量量量定定定義義義

設X為連續隨機變量，具有概率密度函數（詐詄詆）f杘訨t訩，支撐於區間詛a, b詝，滿足
∫ 杢

条
f杘訨t訩dt 訽

許, f杘訨t訩 朕 訰。

訨許訩 期望：

杅詛X詝 訽 µ杘 訽

∫ 朱

最朱
t f杘訨t訩dt

訨訲訩 方差：

詖詡該訨X訩 訽 杅
[
訨X最µ杘訩

朲
]
訽

∫ 朱

最朱
訨t最µ杘訩

朲f杘訨t訩dt 訽 杅詛X朲詝最訨杅詛X詝訩朲, 杅詛X朲詝 訽

∫ 朱

最朱
t朲f杘訨t訩dt

訨訳訩 標準差：

σ杘 訽
√

詖詡該訨X訩

1.4 期期期望望望與與與方方方差差差性性性質質質

設a, b 朲 杒 為常數，X,Y 為隨機變量：

許訮 杅詛aX 訫 b詝 訽 a杅詛X詝 訫 b；杅詛X 訫 Y 詝 訽 杅詛X詝 訫 杅詛Y 詝

訲訮 詖詡該訨aX 訫 b訩 訽 a朲詖詡該訨X訩；詖詡該訨b訩 訽 訰（常數具有零方差）

訳訮 標準化隨機變量：定義Z 訽
X 最 µ杘

σ杘

。由性質許 和訲：

杅詛Z詝 訽 杅
[
X 最 µ杘

σ杘

]
訽

許

σ杘

(
杅詛X詝最 µ杘

)
訽 訰

詖詡該訨Z訩 訽 詖詡該

(
X 最 µ杘

σ杘

)
訽

許

σ朲
杘

詖詡該訨X訩 訽
σ朲
杘

σ朲
杘

訽 許

Z 始終具有均值訰，方差許。

訲
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1.5 示示示例例例2：：：連連連續續續隨隨隨機機機變變變量量量X，，，PDF f訨t訩 訽 訳t朲, 訰 朔 t 朔 許

定義Y 訽 訴X 訫 訲。計算杅詛X詝,詖詡該訨X訩,杅詛Y 詝,詖詡該訨Y 訩。

許訮訵訮許 解解解析析析積積積分分分

許診 計計計算算算杅詛杘詝

杅詛X詝 訽

∫ 朱

朰

t 朁 f訨t訩dt 訽
∫ 朱

朰

t 朁 訳t朲dt 訽 訳

∫ 朱

朰

t朳dt 訽 訳
t朴

訴

∣∣∣∣朱
朰

訽
訳

訴
訽 訰.訷訵

訲診 計計計算算算杅詛杘朲詝

杅詛X朲詝 訽

∫ 朱

朰

t朲 朁 訳t朲dt 訽 訳

∫ 朱

朰

t朴dt 訽 訳
t朵

訵

∣∣∣∣朱
朰

訽
訳

訵
訽 訰.訶

訳診 杘 的的的方方方差差差

詖詡該訨X訩 訽 杅詛X朲詝最 訨杅詛X詝訩朲 訽
訳

訵
最
(
訳

訴

)朲

訽
訳

訵
最 訹

許訶
訽

訴訸最 訴訵

訸訰
訽

訳

訸訰
訽 訰.訰訳訷訵

訴診 杙 訽 訴杘 訫 訲 的的的期期期望望望（（（線線線性性性性性性質質質）））

杅詛Y 詝 訽 杅詛訴X 訫 訲詝 訽 訴杅詛X詝 訫 訲 訽 訴 朁 訳
訴
訫 訲 訽 訳 訫 訲 訽 訵

訵診 杙 訽 訴杘 訫 訲 的的的方方方差差差（（（方方方差差差縮縮縮放放放性性性質質質）））

詖詡該訨Y 訩 訽 訴朲詖詡該訨X訩 訽 許訶 朁 訳

訸訰
訽

訳

訵
訽 訰.訶

積積積分分分驗驗驗證證證杅詛Y 朲詝（（（交交交叉叉叉檢檢檢查查查）））：：：

杅詛Y 朲詝 訽

∫ 朱

朰

訨訴t訫 訲訩朲 朁 訳t朲dt 訽 訳

∫ 朱

朰

訨許訶t朲 訫 許訶t訫 訴訩t朲dt

訽 訳

∫ 朱

朰

訨許訶t朴 訫 許訶t朳 訫 訴t朲訩dt 訽 訳

(
許訶t朵

訵
訫

許訶t朴

訴
訫

訴t朳

訳

)∣∣∣∣朱
朰

訽 訳

(
許訶

訵
訫 訴 訫

訴

訳

)
訽 訳

(
訴訸 訫 訶訰 訫 訲訰

許訵

)
訽 訳 朁 許訲訸

許訵
訽

許訲訸

訵
訽 訲訵.訶

詖詡該訨Y 訩 訽 杅詛Y 朲詝最 訨杅詛Y 詝訩朲 訽 訲訵.訶最 訲訵 訽 訰.訶 訨與性質結果一致訩

2 聯聯聯合合合概概概率率率分分分布布布

對於兩個離散隨機變量X, Y，其聯合概率質量函數為p訨x, y訩 訽 P 訨X 訽 x, Y 訽 y訩，滿

足： ∑
杸

∑
杹

p訨x, y訩 訽 許, p訨x, y訩 朕 訰

邊際概率質量函數為：

p杘訨x訩 訽
∑
杹

p訨x, y訩, p杙 訨y訩 訽
∑
杸

p訨x, y訩

訳
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對於連續隨機變量，其聯合概率密度函數f訨x, y訩 滿足：∫∫
杒朲

f訨x, y訩 dx dy 訽 許, f訨x, y訩 朕 訰

邊際概率密度函數為：

f杘訨x訩 訽

∫ 朱

最朱
f訨x, y訩 dy, f杙 訨y訩 訽

∫ 朱

最朱
f訨x, y訩 dx

聯合期望值：杅詛g訨X,Y 訩詝 訽
∑

杸

∑
杹 g訨x, y訩p訨x, y訩（離散情況）訬

∫∫
g訨x, y訩f訨x, y訩 dx dy

（連續情況）。

3 協協協方方方差差差與與與相相相關關關係係係數數數

3.1 協協協方方方差差差的的的定定定義義義

詃詯詶訨X,Y 訩 訽 杅
[
訨X 最 µ杘訩訨Y 最 µ杙 訩

]
訽 杅詛XY 詝最 杅詛X詝杅詛Y 詝

協方差的性質：

許訮 詃詯詶訨X,X訩 訽 詖詡該訨X訩

訲訮 詃詯詶訨aX 訫 b, cY 訫 d訩 訽 ac詃詯詶訨X, Y 訩

訳訮 詃詯詶訨X朱 訫X朲, Y 訩 訽 詃詯詶訨X朱, Y 訩 訫 詃詯詶訨X朲, Y 訩

3.2 Pearson 相相相關關關係係係數數數

ρ杘杙 訽
詃詯詶訨X,Y 訩

σ杘σ杙

, 最許 朔 ρ杘杙 朔 許

設 ρ 訽 許：完全正線性關係

設 ρ 訽 最許：完全負線性關係

設 ρ 訽 訰：不相關（無線性關聯；獨立蘊含不相關，反之不一定成立）

4 協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣

對於隨機向量X 訽


X朱

X朲
訮訮訮

X杫

，其均值向量為µ 訽


µ朱

µ朲
訮訮訮

µ杫

，其中µ杩 訽 杅詛X杩詝。

協方差矩陣Σ 朲 杒杫朂杫 定義為：

Σ 訽


詖詡該訨X朱訩 詃詯詶訨X朱, X朲訩 . . . 詃詯詶訨X朱, X杫訩

詃詯詶訨X朲, X朱訩 詖詡該訨X朲訩 . . . 詃詯詶訨X朲, X杫訩
訮訮訮

訮訮訮
訮 訮 訮

訮訮訮

詃詯詶訨X杫, X朱訩 詃詯詶訨X杫, X朲訩 . . . 詖詡該訨X杫訩


性質：Σ 是對稱矩陣（Σ 訽 Σ杔），且為半正定矩陣。

訴
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4.1 練練練習習習1

從統計教科書中選取一個連續型概率密度函數f訨x訩（例如均勻分布、指數分布、正態

分布、詂詥詴詡 分布），並完成以下步驟：

許訮 驗證

∫
f訨x訩 dx 訽 許（確認為有效詐詄詆）

訲訮 計算杅詛X詝 訽

∫
xf訨x訩 dx

訳訮 計算杅詛X朲詝 訽

∫
x朲f訨x訩 dx

訴訮 計算方差詖詡該訨X訩 訽 杅詛X朲詝最 訨杅詛X詝訩朲

訵訮 計算標準差σ杘 訽
√

詖詡該訨X訩

5 聯聯聯合合合概概概率率率分分分布布布

當同時分析兩個或多個隨機變量時，我們研究它們的聯合概率分布，其描述多個事件

同時發生的概率。給定聯合分布和一個邊際分布，我們可以求解另一個單一隨機變量

的剩餘邊際分布。

5.1 離離離散散散隨隨隨機機機變變變量量量：：：聯聯聯合合合概概概率率率質質質量量量函函函數數數（（（PMF）））

聯聯聯合合合PMF 的的的定定定義義義

設X, Y 為離散隨機變量，其支撐值分別為x朱, x朲, . . . , x杳 和y朱, y朲, . . . , y杴。聯聯聯合合合概概概率率率質質質量量量

函函函數數數定義為：

p杩杪 訽 p訨x杩, y杪訩 訽 材訨X 訽 x杩, Y 訽 y杪訩, x杩, y杪 朲 杒, i 訽 許, . . . , s, j 訽 許, . . . , t

5.2 聯聯聯合合合概概概率率率表表表佈佈佈局局局

杘 杙
杹1 杹2 机 机 机 行行行和和和（（（杘 的的的邊邊邊際際際）））

杰i1 杰i2 机 机 机 材訨杘 訽 杸i訩

杸1 杰11 杰12 机 机 机 材訨杘 訽 杸1訩

杸2 杰21 杰22 机 机 机 材訨杘 訽 杸2訩
訮訮訮

訮訮訮
訮訮訮

訮 訮 訮
訮訮訮

杸s 杰s1 杰s2 机 机 机 材訨杘 訽 杸s訩

列列列和和和（（（杙 的的的邊邊邊際際際））） 材訨杙 訽 杹1訩 材訨杙 訽 杹2訩 机 机 机 許

5.3 邊邊邊際際際PMF 公公公式式式

從聯合詐詍詆，透過對另一個變量求和，獲得單一變量的邊際分布：

材訨X 訽 x杩訩 訽
杴∑

杪朽朱

材訨X 訽 x杩, Y 訽 y杪訩 訽
杴∑

杪朽朱

p杩杪

材訨Y 訽 y杪訩 訽
杳∑

杩朽朱

材訨X 訽 x杩, Y 訽 y杪訩 訽
杳∑

杩朽朱

p杩杪

邊際分布是從聯合表中提取的單一變量單獨的單變量概率分布。

訵
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5.4 離離離散散散聯聯聯合合合PMF 的的的性性性質質質

許訮 非負性：p訨x杩, y杪訩 朕 訰 對所有有效x杩, y杪。

訲訮 總概率和為許：
∑杳

杩朽朱

∑杴
杪朽朱 p訨x杩, y杪訩 訽 許。

訳訮 矩形概率：材訨a < X < b, c < Y < d訩 訽
∑

条朼杸杩朼杢
杣朼杹杪朼杤

p訨x杩, y杪訩。

5.5 示示示例例例3：：：彩彩彩球球球超超超幾幾幾何何何抽抽抽取取取

問問問題題題陳陳陳述述述

口袋內容：

設 訳 個藍球，訲 個紅球，訳 個綠球；總計訳 訫 訲 訫 訳 訽 訸 個球。無放回抽取訲 個球。

定義：

設 X 訽 抽取的藍球數

設 Y 訽 抽取的紅球數

任務：

訨許訩 推導聯合詐詍詆 p訨x, y訩 訽 材訨X 訽 x, Y 訽 y訩 的公式。

訨訲訩 構造完整的聯合概率表。

訨訳訩 計算材訨X 訫 Y 朔 許訩。

訨訴訩 求X 的邊際分布。

訨訵訩 求Y 的邊際分布。

許診 聯聯聯合合合詐詍詆 公公公式式式（（（超超超幾幾幾何何何））） 總總總抽取訲 個球的方式：
(
朸
朲

)
。對於x 個藍球，y 個紅球，

其餘訲最 x最 y 個球為綠球。有效範圍：x 訽 訰, 許, 訲註 y 訽 訰, 許, 訲註 x訫 y 朔 訲。

p訨x, y訩 訽

(
朳
杸

)(
朲
杹

)(
朳

朲最杸最杹

)(
朸
朲

)
先計算分母： (

訸

訲

)
訽

訸訡

訲訡訶訡
訽

訸 朁 訷
訲

訽 訲訸

個個個別別別聯聯聯合合合概概概率率率計計計算算算

p訨訰, 訰訩 訽

(
朳
朰

)(
朲
朰

)(
朳
朲

)
訲訸

訽
許 朁 許 朁 訳
訲訸

訽
訳

訲訸

p訨訰, 許訩 訽

(
朳
朰

)(
朲
朱

)(
朳
朱

)
訲訸

訽
許 朁 訲 朁 訳
訲訸

訽
訶

訲訸
訽

訳

許訴

p訨訰, 訲訩 訽

(
朳
朰

)(
朲
朲

)(
朳
朰

)
訲訸

訽
許 朁 許 朁 許
訲訸

訽
許

訲訸

p訨許, 訰訩 訽

(
朳
朱

)(
朲
朰

)(
朳
朱

)
訲訸

訽
訳 朁 許 朁 訳
訲訸

訽
訹

訲訸

訶
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p訨許, 許訩 訽

(
朳
朱

)(
朲
朱

)(
朳
朰

)
訲訸

訽
訳 朁 訲 朁 許
訲訸

訽
訶

訲訸
訽

訳

許訴

p訨許, 訲訩 訽

(
訳

許

)(
訲

訲

)(
訳

最許

)
訨詩詮詶詡詬詩詤訬 詺詥該詯訩 訽 訰

p訨訲, 訰訩 訽

(
朳
朲

)(
朲
朰

)(
朳
朰

)
訲訸

訽
訳 朁 許 朁 許
訲訸

訽
訳

訲訸
p訨訲, 許訩 訽 p訨訲, 訲訩 訽 訰 訨詩詮詳詵討詣詩詥詮詴 詢詡詬詬詳訬 詮詥詧詡詴詩詶詥 詧該詥詥詮 詣詯詵詮詴訩

訲診 聯聯聯合合合概概概率率率表表表

X 杮 Y y 訽 訰 y 訽 許 y 訽 訲 行和材訨X 訽 x訩

x 訽 訰 朳
朲朸

朳
朱朴

朱
朲朸

朳
朲朸

訫 朶
朲朸

訫 朱
朲朸

訽 朱朰
朲朸

訽 朵
朱朴

x 訽 許 朹
朲朸

朳
朱朴

訰 朹
朲朸

訫 朶
朲朸

訫 訰 訽 朱朵
朲朸

x 訽 訲 朳
朲朸

訰 訰 朳
朲朸

訫 訰 訫 訰 訽 朳
朲朸

列和材訨Y 訽 y訩 朳末朹末朳
朲朸

訽 朱朵
朲朸

朶末朶末朰
朲朸

訽 朱朲
朲朸

訽 朳
朷

朱末朰末朰
朲朸

訽 朱
朲朸

朲朸
朲朸

訽 許

訳診 計計計算算算材訨杘 訫 杙 朔 許訩 有有有效訨x, y訩 對滿足x訫 y 朔 許：訨訰, 訰訩, 訨訰, 許訩, 訨許, 訰訩

材訨X 訫 Y 朔 許訩 訽 p訨訰, 訰訩 訫 p訨訰, 許訩 訫 p訨許, 訰訩

訽
訳

訲訸
訫

訳

許訴
訫

訹

訲訸

訽
訳

訲訸
訫

訶

訲訸
訫

訹

訲訸

訽
訹

許訴

訴診 杘 的的的邊邊邊際際際分分分布布布

材訨X 訽 訰訩 訽 p訨訰, 訰訩 訫 p訨訰, 許訩 訫 p訨訰, 訲訩 訽
訳

訲訸
訫

訶

訲訸
訫

許

訲訸
訽

許訰

訲訸
訽

訵

許訴

材訨X 訽 許訩 訽 p訨許, 訰訩 訫 p訨許, 許訩 訫 p訨許, 訲訩 訽
訹

訲訸
訫

訶

訲訸
訫 訰 訽

許訵

訲訸

材訨X 訽 訲訩 訽 p訨訲, 訰訩 訫 p訨訲, 許訩 訫 p訨訲, 訲訩 訽
訳

訲訸
訫 訰 訫 訰 訽

訳

訲訸

x 訰 許 訲 詓詵詭

材訨X 訽 x訩 朵
朱朴

朱朵
朲朸

朳
朲朸

許

訵診 杙 的的的邊邊邊際際際分分分布布布

材訨Y 訽 訰訩 訽 p訨訰, 訰訩 訫 p訨許, 訰訩 訫 p訨訲, 訰訩 訽
訳

訲訸
訫

訹

訲訸
訫

訳

訲訸
訽

許訵

訲訸

材訨Y 訽 許訩 訽 p訨訰, 許訩 訫 p訨許, 許訩 訫 p訨訲, 許訩 訽
訶

訲訸
訫

訶

訲訸
訫 訰 訽

許訲

訲訸
訽

訳

訷

材訨Y 訽 訲訩 訽 p訨訰, 訲訩 訫 p訨許, 訲訩 訫 p訨訲, 訲訩 訽
許

訲訸
訫 訰 訫 訰 訽

許

訲訸

y 訰 許 訲 詓詵詭

材訨Y 訽 y訩 朱朵
朲朸

朳
朷

朱
朲朸

許

訷



課堂練習 訲訵訲訶 詅詄詂 詈詓詍詍詃 數學建模進階工作坊 訲訰訲訶設訰訶設訲訷 詓詡詴詵該詤詡詹

5.6 連連連續續續隨隨隨機機機變變變量量量：：：聯聯聯合合合概概概率率率密密密度度度函函函數數數（（（PDF）））

對於連續隨機變量X, Y，我們使用聯聯聯合合合密密密度度度函函函數數數 f訨x, y訩 並透過雙重積分進行概率計

算。

許訮 非負性：f訨x, y訩 朕 訰, 朸x, y 朲 杒。

訲訮 總積分等於許：

∫ 朱

最朱

∫ 朱

最朱
f訨x, y訩 dxdy 訽 許。

訳訮 矩形概率：材訨a < X < b, c < Y < d訩 訽

∫ 杤

杣

∫ 杢

条

f訨x, y訩 dxdy。

訴訮 一般區域概率：對於區域A 朚 杒朲，

材
(
訨X, Y 訩 朲 A

)
訽

∫∫
杁

f訨x, y訩 dxdy

訵訮 邊際詐詄詆 公式：

f杘訨x訩 訽

∫ 朱

最朱
f訨x, y訩 dy, f杙 訨y訩 訽

∫ 朱

最朱
f訨x, y訩 dx

5.7 示示示例例例4：：：聯聯聯合合合PDF f訨x, y訩 訽 x訫 y, 訰 < x < 許, 訰 < y < 許

問問問題題題陳陳陳述述述

連續隨機變量X, Y 的聯合詐詄詆 為

f訨x, y訩 訽

{
x訫 y 訰 < x < 許, 訰 < y < 許

訰 其他情況

計算支撐區域訨訰, 許訩朂 訨訰, 許訩 上的邊際密度函數f杘訨x訩 和f杙 訨y訩。

對對對f杘訨x訩 的的的解解解析析析推推推導導導

由邊際詐詄詆 定義：

f杘訨x訩 訽

∫ 朱

最朱
f訨x, y訩 dy

在訰 < y < 許 之外，f訨x, y訩 訽 訰，因此我們將積分限限制為y 訽 訰 到y 訽 許：

f杘訨x訩 訽

∫ 朱

朰

訨x訫 y訩 dy, 訰 < x < 許

對y 逐項積分（將x 視為常數）：∫ 朱

朰

訨x訫 y訩 dy 訽

∫ 朱

朰

x dy 訫

∫ 朱

朰

y dy

訽 xy
∣∣朱
朰
訫

許

訲
y朲
∣∣∣∣朱
朰

訽 x訨許最 訰訩 訫

(
許

訲
訨許訩朲 最 許

訲
訨訰訩朲

)
訽 x訫

許

訲
訸
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X 的最終邊際：

f杘訨x訩 訽

x訫
許

訲
訰 < x < 許

訰 其他地方

對對對f杙 訨y訩 的的的解解解析析析推推推導導導

對稱計算，積分消去x：

f杙 訨y訩 訽

∫ 朱

朰

訨x訫 y訩 dx, 訰 < y < 許

對x 逐項積分（將y 視為常數）：∫ 朱

朰

訨x訫 y訩 dx 訽

∫ 朱

朰

x dx訫

∫ 朱

朰

y dx

訽
許

訲
x朲

∣∣∣∣朱
朰

訫 y
(
x
) ∣∣朱

朰

訽

(
許

訲
訨許訩朲 最 許

訲
訨訰訩朲

)
訫 y訨許最 訰訩

訽
許

訲
訫 y

Y 的最終邊際：

f杙 訨y訩 訽

y 訫
許

訲
訰 < y < 許

訰 其他地方

一致性檢查（驗證邊際積分等於許）

檢查

∫ 朱

朰

f杘訨x訩dx 訽 許： ∫ 朱

朰

(
x訫

許

訲

)
dx 訽 許

檢查

∫ 朱

朰

f杙 訨y訩dy 訽 許： ∫ 朱

朰

(
y 訫

許

訲

)
dy 訽 許

兩個邊際詐詄詆 均滿足有效密度函數的歸一化規則。

6 協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣

矩陣記號提供了一種緊湊的方式來量化一組隨機變量之間的成對關係。協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣彙

集了集合中每對隨機變量的方差（自分散）和協方差（交叉線性關聯）。

訹
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總總總體體體協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣的的的定定定義義義

設杦X朱, X朲, . . . , X杰杧 為p 個隨機變量的集合。協方差矩陣Σ 朲 杒杰朂杰 按元素定義：

Σ杩杪 訽

{
詖詡該訨X杩訩 i 訽 j 訨主對角線：X杩 的方差訩

詃詯詶訨X杩, X杪訩 i 朶訽 j 訨非對角線：X杩 與X杪 的協方差訩

矩陣展開：

Σ 訽


詖詡該訨X朱訩 詃詯詶訨X朱, X朲訩 . . . 詃詯詶訨X朱, X杰訩

詃詯詶訨X朲, X朱訩 詖詡該訨X朲訩 . . . 詃詯詶訨X朲, X杰訩
訮訮訮

訮訮訮
訮 訮 訮

訮訮訮

詃詯詶訨X杰, X朱訩 詃詯詶訨X杰, X朲訩 . . . 詖詡該訨X杰訩


性質：協方差對稱詃詯詶訨X杩, X杪訩 訽 詃詯詶訨X杪, X杩訩，因此Σ 訽 Σ杔（對稱方陣）。簡單解

釋：對角線元素量度個別變量分散；非對角線元素量度兩個不同變量之間的線性共變

動。

6.1 示示示例例例5：：：樣樣樣本本本協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣計計計算算算

給定樣本數據集

訵 個變量（A,B,C,D,E），每個變量n 訽 訶 個樣本觀測值：

變量 觀測許 觀測訲 觀測訳 觀測訴 觀測訵 觀測訶

A 許 訲 訳 訴 訵 訶

B 訲 訳 訵 訶 許 訹

C 訳 訵 訵 訵 許訰 訸

D 許訰 訲訰 訳訰 訴訰 訵訰 訵訵

E 訷 訸 訹 訴 訶 許訰

樣本協方差公式（無偏，分母n最 許）：

詃̂詯詶訨X杩, X杪訩 訽
許

n最 許

杮∑
杫朽朱

(
X杩朻杫 最 訖X杩

)(
X杪朻杫 最 訖X杪

)
, 詖̂詡該訨X杩訩 訽 詃̂詯詶訨X杩, X杩訩

n 訽 訶，因此n最 許 訽 訵。

許診 計計計算算算每每每個個個變變變量量量的的的樣樣樣本本本均均均值值值

訖A 訽
許 訫 訲 訫 訳 訫 訴 訫 訵 訫 訶

訶
訽

訲許

訶
訽 訳.訵

訖B 訽
訲 訫 訳 訫 訵 訫 訶 訫 許 訫 訹

訶
訽

訲訶

訶
朙 訴.訳訳訳訳訳訳訳

訖C 訽
訳 訫 訵 訫 訵 訫 訵 訫 許訰 訫 訸

訶
訽

訳訶

訶
訽 訶

訖D 訽
許訰 訫 訲訰 訫 訳訰 訫 訴訰 訫 訵訰 訫 訵訵

訶
訽

訲訰訵

訶
朙 訳訴.許訶訶訶訶訶訷

訖E 訽
訷 訫 訸 訫 訹 訫 訴 訫 訶 訫 許訰

訶
訽

訴訴

訶
朙 訷.訳訳訳訳訳訳訳

許訰
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訲診 中中中心心心化化化數數數據據據矩矩矩陣陣陣（（（從從從每每每個個個條條條目目目中中中減減減去去去行行行均均均值值值））） 中中中心化行訽 原始行最 行均值。

詾A 訽 詛許最 訳.訵, 訲最 訳.訵, 訳最 訳.訵, 訴最 訳.訵, 訵最 訳.訵, 訶最 訳.訵詝 訽 詛最訲.訵, 最許.訵, 最訰.訵, 訰.訵, 許.訵, 訲.訵詝

詾B 訽
[
訲最 朲朶

朶
, 訳最 朲朶

朶
, 訵最 朲朶

朶
, 訶最 朲朶

朶
, 許最 朲朶

朶
, 訹最 朲朶

朶

]
訽

[
最朱朴

朶
, 最朸

朶
, 朴

朶
, 朱朰

朶
, 最朲朰

朶
, 朲朸

朶

]
詾C 訽 詛訳最 訶, 訵最 訶, 訵最 訶, 訵最 訶, 許訰最 訶, 訸最 訶詝 訽 詛最訳, 最許, 最許, 最許, 訴, 訲詝

詾D 訽
[
許訰最 朲朰朵

朶
, 訲訰最 朲朰朵

朶
, 訳訰最 朲朰朵

朶
, 訴訰最 朲朰朵

朶
, 訵訰最 朲朰朵

朶
, 訵訵最 朲朰朵

朶

]
訽

[
最朱朴朵

朶
, 最朸朵

朶
, 最朲朵

朶
, 朳朵

朶
, 朹朵

朶
, 朱朲朵

朶

]
詾E 訽

[
訷最 朴朴

朶
, 訸最 朴朴

朶
, 訹最 朴朴

朶
, 訴最 朴朴

朶
, 訶最 朴朴

朶
, 許訰最 朴朴

朶

]
訽

[
朲
朶
, 朸

朶
, 朱朴

朶
, 最朲朰

朶
, 最朸

朶
, 朱朶

朶

]
訳診 透透透過過過中中中心心心化化化矩矩矩陣陣陣的的的樣樣樣本本本協協協方方方差差差矩矩矩陣陣陣公公公式式式 設設設X̃ 為訵 朂 訶 中心化數據矩陣。無偏樣本協

方差矩陣：
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經驗證的數值樣本協方差矩陣（匹配詓詡詧詥 輸出）
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